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Аннотация. Рассматриваются варианты математического моделирования тонкого враща-
ющегося диска в рамках приближения плоского напряженного состояния. Считается, что 
материал диска однородный, изотропный, проявляет упругие и пластические свойства. 
Принимается гипотеза о естественном состоянии. Рассматриваются кусочно-линейные 
и гладкие функции пластичности. Упругие свойства материала определяются линейным 
законом Гука. Пластические деформации и напряжения связаны ассоциированным зако-
ном пластического деформирования. При рассмотрении гладких функций пластичности 
выбирается условие пластичности Поля. Показано, что чем точнее кривая пластичности 
Поля аппроксимирует шестиугольник Треска, тем больше значения градиента вектора 
перемещений в малой окрестности центра диска. Обсуждаются выбор корректных усло-
вий для напряжений и перемещений в центре диска. Приводятся графики напряжений, 
деформаций, перемещений, а также годограф вектора напряжений для разных вариантов 
выбираемых определяющих уравнений. Дается сравнение полученных результатов с ре-
зультатами других авторов для рассматриваемой задачи.
Ключевые слова: вращающиеся диски, плоское напряженное состояние, ассоциирован-
ный закон пластического деформирования, эквивалентная деформация, эквивалентное 
напряжение, годограф вектора напряжений, гладкие функции пластичности, малые де-
формации, идеальное упругопластическое тело, математическое моделирование.

Введение

Задача об упругом и упругопластическом состоянии тонкого вращающегося диска рассма-
тривалась многими авторами. Интерес к этой задаче обусловлен тем, что вращающиеся диски 
являются важными элементами многих конструкций и машин. Результаты математического 
моделирования вращающихся дисков содержатся в ряде монографий и учебников, например, 
[1‒6], а также в многочисленных научных статьях. Следует отметить работу [7] о вращающем-
ся сплошном диске, в которой было предложено вместо условия пластичности Треска выби-
рать условие пластичности максимального касательного напряжения с учетом изотропного 
упрочнения. Это предложение было учтено в ряде работ [8]. В настоящей работе дается оценка 
результатов, приведенных в работе [9].

1. Плоское напряженное состояние

Известно, что задачу плоского напряженного состояния относят к общей плоской задаче и 
не рассматривают как частный случай трехмерной задачи [10]. Для общей плоской задачи, 
когда функция текучести 1 2( , )F σ σ  совпадает с пластическим потенциалом получается, что 
для несжимаемого идеального пластического тела 1 2/ / 0.F Fσ σ∂ ∂ + ∂ ∂ =  В [11] отмечается, 
что соотношения общей плоской задачи можно рассматривать, как частный случай простран-
ственной задачи, однако, некоторые предположения общей плоской задачи являются проти-
воречивыми. В [12], в частности и для тонких дисков, показано, что при выполнении опреде-
ленных требований относительно параметров, характеризующих нагрузку, при переходе от 
точных величин к осредненным по толщине диска величинам, получаются соотношения для 
обобщенного плоского напряженного состояния.
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ление производных функции пластичности по напряжениям проводится до процедуры осред-
нения напряжений в функции пластичности.

2. Постановка задачи

В рамках теории малых деформаций, в приближении плоского напряженного состояния 
рассматривается задача об определении напряженного и деформированного стояния тонкого 
диска, вращающегося с угловой скоростью .ω  Выбирается цилиндрическая система коорди-
нат ,zρθ  ось z  которой проходит через центр диска 0,ρ =  а плоскость 0z =  является средней 
плоскостью. Внешний контур диска bρ =  свободен от усилий | 0.bρ ρσ = =  Выбирается модель 
однородного изотропного идеального упругопластического тела. Исходя из постановки зада-
чи, в терминах осредненных величин, будет выполняться рассмотрение упругопластического 
тонкого вращающегося диска.

3. Выбор характерных масштабов

При решении задачи все соотношения записываются для безразмерных величин. В каче-
стве масштаба для величин, имеющих размерность напряжений, выбирается значение предела 
пластичности на одноосное растяжение .k  В качестве масштаба длины выбирается значение 
радиуса диска. В безразмерном виде уравнение баланса импульса в дифференциальной форме 
содержит безразмерный комплекс 2 2 / ( ),m b kgγ ω=  где γ  — объемный вес, g  — ускорение 
свободного падения, b  — радиус диска, ω  — угловая скорость вращения диска.

4. Математическая модель упругого состояния

С учетом сделанных предположений математическая модель решаемой задачи включает 
следующие соотношения:

– уравнение движения (уравнение равновесия в собственной системе отсчета [4])
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– соотношения закона Гука, определяющие линейную зависимость упругих деформаций и 
напряжений (в упругой области диска при отсутствии необратимых деформаций , ,p p p

zρ θε ε ε  
упругие деформации являются полными)
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– условие совместности полных деформаций

	 0.d
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θ ρ
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+ − = 	 (3)

– соотношения Коши, определяющие малые деформации через перемещения

	 , .du u
dρ θε ε
ρ ρ

= = 	 (4)
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5. Математическая модель пластического состояния

В случае плоского напряженного состояния функция пластичности 
	 0( , , ) | ( , ).

zzF fρ θ σ ρ θσ σ σ σ σ= =
Выбор функции пластичности в качестве пластического потенциала определяет ассоции-

рованный закон [13]. Приращения пластических деформаций , ,p p p
zρ θε ε ε∆ ∆ ∆  связаны пропор-

циями, которые следуют из ассоциированного закона пластического деформирования [14])
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В пластической области полные деформации включают обратимые (упругие) и необрати-
мые (пластические) деформации. 

	 , , .e p e p e p
z z zρ ρ ρ θ θ θε ε ε ε ε ε ε ε ε= + = + = + 	 (6)

В случае малых деформаций используем формулы Коши
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соотношения закона Гука
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Необратимые деформации на каждом новом этапе нагружения определяются суммой не-
обратимых остаточных деформаций и приращений пластических деформаций. Если на мо-
мент нагружения необратимых деформаций нет, то 

	 , , .p p p p p p
z zρ ρ θ θε ε ε ε ε ε= ∆ = ∆ = ∆

Также в пластической области выполняются соотношения (1)–(4).

6. Эквивалентное напряжение

Для суммарной оценки напряженного состояния в упругой области определяется эквива-
лентное напряжение. Использование эквивалентного напряжения позволяет вводить понятие 
нагружения, нейтрального нагружения и разгрузки для упругого состояния. Для упругопла-
стического тела эквивалентное напряжение совпадает с функцией пластичности.

7. Напряжения и перемещения в упругой области диска

Если в упругой области нет остаточных необратимых деформаций, то решение задачи о 
вращающемся диске известно [6] и с точностью до неопределенных величин ,A B  имеет вид
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Неопределенные величины ,A B  определяются из граничных условий и/или из условий не-
прерывности напряжений и перемещений на упругопластических границах, если таковые 
имеются. Так для диска, полностью находящегося в упругом состоянии при условии | 0bρ ρσ = =
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Когда в результате изменения нагрузки некоторая область диска из пластического состоя-
ния переходит в упругое, тогда условие совместности деформаций можно представить в виде
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Учитывая соотношения закона Гука и уравнение движения уравнение (8) примет вид
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8. Напряженно-деформированное состояние диска. Условие Треска

В работе [9] в рамках теории малых деформаций рассматривалась задача о вращающемся 
диске для режима ,kθσ =  0 kρσ≤ ≤  условия Треска и выборе ассоциированного закона пла-
стического течения. Принималось, что в области 0 cρ≤ ≤  реализуется пластическое состоя-
ние, а в области c bρ≤ ≤  — упругое. Решалась переопределенная задача, включающая шесть 
условий на разных границах:
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5) [ ] | 0, 6) | 0.
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	 (12)

Здесь скобки [] обозначают скачек рассматриваемой величины при переходе через указан-
ную границу.

В пластической области из условия симметрии поля напряжений в центре диска 
	 0 0| | .θ ρ ρ ρσ σ= == 	 (13)
Поэтому компоненты тензора напряжений 

	 21 , .
3

k m kρ θσ ρ σ= − = 	 (14)

К (14) также приходим, если использовать условие ограниченности радиального напряже-
ния в центре диска.

Для рассматриваемого режима пластичности следствием ассоциированного закона тече-
ния (с учетом гипотезы о естественном состоянии) является равенство

	 0.p
ρε =

Учитывая, что ,p e
ρ ρ ρε ε ε= −  соотношения Коши для полных деформаций, соотношения за-

кона Гука, получается, что радиальные перемещения в пластической области
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Eu k m Cν ρ ρ= − − +



1237

В работе [9] принималось первое условие в (12), что приводило к равенству 
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а также к
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На упругопластической границе условие | 0p
cθ ρε = =  не выполняется. При выполнении усло-

вий 2)–4) в (12) условие 5) непрерывности перемещений на границе cρ =  не будет выполнять-
ся. На основании приведенных результатов в работе [9] делается вывод о неприемлемости ус-
ловия пластичности Треска для решения рассматриваемой задачи.

Если отбросить условие 0| 0,u ρ= =  то в упругой области

	

4
2 2

2

4
2 2

2

2 2
2 3

1 3 3 3, ,
12 2 2 1 3

1 3 3 ,
12 2 2

1 3 1 1(1 ) (1 ) .
12 2 8

ck c m

ck c m

cEu mc m k

ρ

θ

ν µ νσ ρ µ
ρ ν

νσ ρ
ρ

ν ν νν ρ ρ ν ρ
ρ

 + +
= + − − =  + 

 +
= + + − 

 
 + + −

= + − − + − 
 

в пластической области, учитывая | 0,p
cθ ρε = =
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В данном случае выполняется все условия (12) кроме первого.[ ] | 0.cu ρ= =  После подстанов-
ки в условие | 0bρ ρσ = =  формулы для радиального напряжения в упругой области, получаем 
формулу для вычисления радиуса упругопластической границы, когда .c bρ = =

	 2 22 32 .
1 3

kc b b b
mν

 = − − +  
	 (17)

Диск переходит в предельное состояние, когда .c b=  Из (17) определяем 

	 max 2

3 .km m
b

= =

В рамках теории малых деформаций граничные условия формулируются для отсчетной 
конфигурации тела. Однако, формулы в (16) показывают, что при 0ρ →  осевая пластическая 
деформация .p

zε → −∞  Происходит сильное утонение диска и в центе диска, в результате чего 

нарушается сплошность 3
0

1 3| .
9

Eu mcρ
ν

=

+
=  Ниже будет дано объяснение этого эффекта, ха-

рактерного для всех кусочно-гладких функций пластичности идеального упругопластическо-
го тела, если в центре диска будет выполняться сингулярный режим пластичности. Отметим, 
что обязательный выбор условия 0| 0u ρ= =  при выборе условия Треска не подтверждается вы-
водами работы [4].
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9. Напряженно-деформированное состояние диска. Условие Поля

В качестве некоторого обобщения условия пластичности Мизеса в [15] было предложено 
условие пластичности вида 

	
1/22 2 2( ) ( ) ( )

, .
2

nn n n
z zF k n Nρ θ θ ρσ σ σ σ σ σ − + − + −

= = ∈  
 

	 (18)

	 0| ( , ).
z

F fσ ρ θσ σ= =
При n →∞  поверхность пластичности (18) переходит в поверхность пластичности Треска. 

При 1n =  поверхность пластичности (18) переходит в поверхность пластичности Мизеса. Из-
вестны и другие варианты степенных условий пластичности, например, [15, 16].

В пластической области 0 cρ≤ ≤  задача 
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статически определимая. В центре диска 
	 0 0| | .kρ ρ θ ρσ σ= == =
Из соотношений ассоциированного закона пластического деформирования следует связь 

между компонентами тензора пластических деформаций
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Если до приложения нагрузки в диске нет необратимых остаточных деформаций, то 
	 , .p p p p

ρ ρ θ θε ε ε ε= ∆ = ∆
Выражая пластические деформации через полные и упругие деформации, учитывая соот-

ношения закона Гука и формулы Кош получаем дифференциальное уравнение для определе-
ния перемещения в пластической области 
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Если при изменении нагрузки в диске возникает область повторного пластического дефор-

мирования, в которой имеются необратимые остаточные деформации , , ,p p p
zρ θε ε ε  то

	 , ,p e p p e p
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В этом случае уравнение для определения перемещения 
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На упругопластической границе cρ =  должно выполняться условие непрерывности пере-

мещений 
	 [ ] | 0.cu ρ= =

10. Результаты численных вычислений

Значение параметра ,m  соответствующее зарождению пластической области, учитывая 
(7), определяется по формуле

	 0 2

8 .
(3 )

km m
bν

= =
+
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Поскольку безразмерный предел пластичности 1k =  и безразмерный радиус диска 1,b =  то
	 0 0 ( ).m m ν=
Обозначим радиус упругопластической границы через .c  Тогда из условия непрерывности 

напряжений на упругопластической границе получаем формулы

	

( ) ( )
2

( ) ( )
2 4

1 ,
2 4

1 ,
2 4

c c

c c

A mc

B c mc

θ ρ

θ ρ

σ σ ν

σ σ ν

+ +
= +

− +
= −

где ( ) ( ),c c
θ ρσ σ  значения напряжений в пластической области на границе ,cρ =  определяемые 

при решении задачи (19). Радиус упругопластической границы определяется при выполнении 
граничного условия 

	 | 0.bρ ρσ = =
Максимальное значение параметра max ,m m=  когда весь диск переходит в предельное пла-

стическое состояние, определяется из условия .c b=
На рис. 1 – рис. 4 показаны графики компонентов тензора напряжений, вектора перемеще-

ний и тензора пластических деформаций и годограф вектора напряжений для разных значе-
ний параметра n.

Рис. 1. 1, 3, 0.2, 0.5n m cν= = = =

Рис. 2. 23.25 21, 0.8 ,n m ν= = =

Рис. 3. 600,   3, 0.9731n m c= = =
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Полученные результаты показывают, что выбор гладкой функции пластичности, с необ-
ходимой степенью точности аппроксимирующей функцию пластичности Треска, предсказы-
вает появление больших деформаций в центре диска. А это не согласуется с использованием 
приближения о малых деформациях. Поэтому утверждение Гамера в [7] о неприемлемости 
использования условия Треска вообще, нельзя признать полными.

11. Уменишение значения параметра нагрузки

Рассмотрим вопрос о состоянии диска при уменьшения значения параметра m  от maxm  до 
нулевого значения. Когдаа 0.2,ν =  510 ,n =  3.00001,m =  1.c =  диск полностью находится в 
пластическом состоянии. При уменьшении значения параметра m  диск переходит в упругое 
состояние.

Обознпчим через ( ) ( ),l l
ρ θσ σ  напряжения в пластической области до начала процесса умень-

шения параметра .m

	

2

( )
( ) ( ) ( ) 2

0,

( ) 0,
l

l l l

d
m

d

d d m m
d d

ρ
ρ θ

θ θ
θ ρ θ ρ

σ
ρ σ σ ρ

ρ

σ σρ σ σ ρ σ σ ν ρ
ρ ρ

+ − + =

 
+ − − + − + − = 

 

	 (20)

В уравнениях (20) m  — текущее значение, ( )lm  — значение при определении ( ) ( ), .l l
ρ θσ σ

	 (0)
0 0| | .ρ ρ θ ρ ρσ σ σ= == = 	 (21)

Задача (20), (21) решается численно. Значение (0)
ρσ  выбирается так, чтобы были выполнены 

условия непрерывности. 

Заключение

Результаты, полученные в данной работе, показывают, что при выборе условия пластично-
сти Поля все искомые величины для задачи о вращающемся диске остаются непрерывными. 

Рис. 4. 510 , 3.00001,n m c b= = =

Рис. 5. 600, 3, 0.9731, 0n m c m= = = =
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При увеличении значения параметра n  в центре диска происходит увеличение значений де-
формаций, что приводит к утонению диска. Графики пластических деформаций на рис. 1 – 
рис. 4 позволяют оценить изменение их значений при увеличении параметра .n  При 1n =  
(условие пластичности Мизеса) пластические деформации в центре того же порядка, что и 
упругие деформации. При 210n >  и более пластически деформации, а следовательно, полные 
деформации, в окрестности центра диска нельзя считать малыми, что нарушает положения и 
следствия используемой теории малых деформаций. В случае плоского напряженного состоя-
ния идеально пластических тел для кусочно-линейных пластических потенциалов при реали-
зации сингулярных режимов происходит разрыв радиальной пластической деформации. 
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УДК 539.374

ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ ИЗГИБ ПЛАСТИНЫ ИЗ НЕСЖИМАЕМОГО 
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН
Владивостокский государственный университет

А. С. Бегун

Аннотация. В рамках модели больших упругопластических деформаций рассматрива-
ется процесс деформирования несжимаемой пластины при возрастающем изгибающем 
моменте. Предполагается, что изгиб происходит в условиях плоской деформации. Счита-
ется, что каждая линия в поперечном сечении пластины переходит в соответствующую 
дугу окружности. Для описания недеформированного и деформированного состояний 
пластины используются декартова прямоугольная и цилиндрическая системы координат 
соответственно. Найдены условия начала пластического течения и закономерности его 
развития, рассчитаны поля напряжений и деформаций.
Ключевые слова: цилиндрический изгиб, большие деформации, упругопластический ма-
териал.

Введение

Изгиб упругопластической пластины представляет теоретический и практический инте-
рес, поэтому рассматривался неоднократно [1–4 и др.]. Классические решения основаны на те-
ории Кирхгофа — Лява и описывают поведение пластин при малых перемещениях и деформа-
циях. Одного современные технологии требуют расчета, учитывающего большие деформации, 
как обратимые, так и необратимые. Решения для чисто упругого конечного изгиба в условиях 
плоского деформированного состояния представлены в [1, 2]. В работе [3] получены решения 
для изгиба упругопластических пластин в рамках эйлеровой модели конечных деформаций, 
основанной на логарифмической скорости. В [4] представлен обзор решений для жесткопла-
стических и упругопластических материалов при использовании лагранжевого подхода. 

1. Модельные соотношения

Для описания процесса деформирования будем использовать модель больших деформа-
ций [5]. В эйлеровой системе координат обратимые и необратимые деформации определяюся 
дифференциальными уравнениями переноса: 

	 ( )

( ) ( ), , , ,

1= ,
2

1= ( ) ( ) , = ,
2

1 1= , = , = , ,  =
2 2

ij ij ij ik kj ik kj ik kj ik ks sj

ij ij
ij ij ik ik ik kj ik kj kj kj ij ik kj ik kj

ij ij
ik kj ik kj ij i j j i ij ij ij ij ij ij i j j

d e p e e e p p e e p e

De Dp
z e e z p p

Dt Dt
Dn dn

r n n r v v r w z e w v v
Dt dt

ε γ ε γ γ ε γ γ γ

ε ε

+ − − − +

− − − + + − − − −

− + + + −( ) ,i

где iu  и iv  — компоненты векторов перемещений и скоростей точек среды, , ,ij ij ijd e p  — ком-
поненты тензоров полных, обратимых и пластических деформаций соответственно, ijr  — тен-
зор вращений, ijε  и ijγ  — компоненты скоростей полных и пластических деформаций.

Считаем, что напряжения в среде полностью определяются обратимыми деформациями, и 
связаны зависимостями: 
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1

2 3
1 2 1 1 2 1 1 2

= ( ),

1= ( ) , = , = , .
2

ij ij kj kj
ik

jj ik kj ij ij ik kj

Wp e
e

W a J aJ bJ kJ J J J s J s s s e e e

σ δ δ

µ χ

∂
− + −

∂

− + + − − = −
	

Здесь ijσ  — компоненты тензора напряжений Эйлера — Коши, 1p  — добавочное гидростати-
ческое давление, = ( )ijW W e  — упругий потенциал (плотность распределения свободной энер-
гии), µ  — модуль сдвига исследуемого материала, ,b  χ  — упругие модули более высокого 
порядка.

Связь скоростей пластических деформаций p
ijε  с напряжениями в условиях принимаемого 

принципа максимума Мизеса устанавливается ассоциированным законом пластического те-
чения 

	 = = , ( , ) = , > 0.p p
ij ij ij ij

ij

f f kγ ε λ σ ε λ
σ
∂
∂

В качестве условия пластичности используется условие 
	 max | |= 2 ,i j kσ σ− 	

где ,iσ  p
kε  — главные значения тензоров напряжений и скоростей пластических деформаций, 

k  — предел текучести.

2. Постановка задачи, основные кинематические соотношения.

Пусть недеформируемая прямоугольная пластина занимает область 1/ 2 / 2,h x h− ≤ ≤  

2 ,l x l− ≤ ≤  3b x b− ≤ ≤  (рис. 1). Считаем, что под действием приложенного изгибающего мо-

мента M  пластина деформируется так, что плоскости 1 const,x =  переходят в сектора цилин-

дрических поверхностей const,r =  а плоскости 2 constx =  в плоскости const.θ =

Начальные 1 2 3( , , )x x x  и текущие 1 2 3( , , )y y y  координаты связаны формулами:

	 *
1 1 2 2 1 2 3 3( ) cos ( ) , ( )sin ( ), .y r x x R y r x x y xθ θ= − = =

Используя условие несжимаемости найдем

	 2 2 *
1 *

* 1 2 *

12 , , , .x rrr R x r r
r x r x r

θθ θ∂ ∂′ ′= + = = = = =
∂ ∂

Если , ,1 2 3e e e  базисные вектора исходной декартовой ситемы координат, а , ,ϕr ze e e  — ба-
зисные вектора текущей цилиндрической ситемы координат, тогда для тензора градиента де-
формаций F  и тензора деформаций Альманси d  получим

Рис. 1. Недеформированное и деформированное состояние прямоугольной пластины при изгибе
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2 2

*

*

1 1, 1 1 .
2 2

rrr r
r rϕ ϕ ϕθ

      ′ ′  = ⊗ + ⊗ = − ⊗ + − ⊗            
r 1 2 r rF e e e e d e e e e

Тензор градиента скоростей, тензор скоростей деформаций и тензор вращения определя-
ются следующими равенствами

	
, ,

.

r r r r
r r r rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

θ θ

θ θ

′ ′ ′ ′
′ ′= ⊗ − ⊗ + ⊗ − ⊗ = ⊗ − ⊗

′ ′ ′ ′
′ ′=− ⊗ + ⊗

r r r r r r

r r

L e e e e e e e e e e e e

e e e e

   

 

 

ε

ω

3. Упругое деформирование

До достижения изгибающим моментом M  значения 0M  вся пластина деформируется об-
ратимо. Отличные от нуля компоненты тензора напряжения имеют вид

	

2 2 2

2 2 2

2 2

( 3 )( ) ( 3 )( ) 2 2( 2 2 ) ,

( 3 )( ) ( 3 )( ) 2 2( 2 2 ) ,

(2 3 )( ) ( 3 )( ),

2 ( ) 2(

rr rr rr rr rr

rr rr

zz rr rr

rr rr

p a k d d k d d d k b a d

p a k d d k d d d k b a d

p a b d d k d d

d d

ϕϕ ϕϕ

ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ

ϕϕ ϕϕ

ϕϕ ϕϕ

σ µ χ χ µ

σ µ χ χ µ

σ µ χ χ

σ σ µ

=− + − − + + − + + + − + +

=− + − − + + − + + + − + +

=− + − + − + − + +

− = − − 2 22 2 )( ).rrk b a d dϕϕ+ + −
Интегрируя уравнения равновесия 

	 , 0rrrr zz

r r z
ϕϕσ σσ σ−∂ ∂

= =
∂ ∂

и считая, что внутренняя и внешняя поверхности свободны от напряжений 1 2( ( ) ( ))rr rrr rσ σ=  
найдем компоненты напряжений и изгибающий момент

1

2 2 2 2 4 4 4
2 21 1 1 *

* *2 2 2 2 2 2 4 4 2
* 1 * 1 * 1

2 2 42 2 4
2* * *

* 2 12 2 2 2 4 4
* * *

1 1 2 2 1 1 1 1 ,
2 2 4 4

2 2 2 2 , ,
2

rr

rr

r

r r r r r r rk b ar r
r r r r r r r r r

r r rr k b a r r r r r
r r r r r r

M r

ϕϕ

ϕϕ

µσ

σ σ µ

σ

        − − −+ +
= + − − + − − − −                   

   + +
= + − − − − + =   

   

=
2 4 4 4 4 4 6 6

2 22 1 2 2 1 2 * 2 1
* *2 2 2 2 4

* 1 * 1 2 1 *

2 2 1 1ln 2 ln .
2 4 4 2 2 6

r r r r r r r r r rk b ar r
r r r r r r r

µ     − − −+ +
= + − − − − −         

∫
Задавая изгибающий момент и используя соотношения 2 2 2

* 2 1 2 1 *, 2r r r r r hr= − =  можно по-
лучить уравнение для определения положения нейтральной линии *.r  Далее находятся вну-
тренняя 1r  и внешняя 2r  цилиндрические поверхности, деформации и напряжения. 

Условие пластичности в рассматриваемом случае записывается в виде | |= 2 ,rr kϕϕσ σ−  Со-
гласно выведенным соотношениям, напряженное состояние достигнет предела текучести од-
новременно на внутренней 1r r=  и внешней 2r r=  цилиндрической поверхности.

4. Пластическое течение

После того как изгибающий момент M  достигнет значения 0 ,M  в пластине будут упругая 
область 1 2

p pr r r≤ ≤  и две пластические области 2 2
pr r r≤ ≤  и 1 1 ,pr r r≤ ≤  развивающиеся от 

внешней и внутренней границы соответственно. В областях пластического течения найдем
	

1 1

1 1

2

2 2

:

2 , 2 ln , 2 ln 1 ;

:

2 , 2 ln , 2 ln 1 .

p

rr rr

p

rr rr

r r r
r rk k k
r r

r r r

r rk k k
r r

ϕϕ ϕϕ

ϕϕ ϕϕ

σ σ σ σ

σ σ σ σ

≤ ≤

 − = − = = − 
 

≤ ≤

 
− = = = − 

 
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1 1

1 1

2

2 2

:

2 , 2 ln , 2 ln 1 ;

:

2 , 2 ln , 2 ln 1 .

p

rr rr

p

rr rr

r r r
r rk k k
r r

r r r

r rk k k
r r

ϕϕ ϕϕ

ϕϕ ϕϕ

σ σ σ σ

σ σ σ σ

≤ ≤

 − = − = = − 
 

≤ ≤

 
− = = = − 

 
В области обратимого деформирования 1 2

p pr r r≤ ≤  имеем:

	

2 2 4 2 4
21 1 *

*2 2 2 4 4 2
* 1 * 1

2 2
21 1

*2 2 2 2
* 1 1

2 2 42 2 4
* * *

2 2 2 2 4 4
* * *

2 2 1 1 1 1
2 4 4

1 1 2 ln ,
2

2 2 2 2
2

p p

rr p p

p

p p

rr

r r r r rk b a r
r r r r r r

r r rr k
r r r r

r r rr k b a r r
r r r r r rϕϕ

σ

µ

σ σ µ

    − −+ +
=− + − − − − +         

  −
+ + − +     

   + +
= + − − − − +  

   
.

Используя предыдущие соотношения можно получить систему алгебраических уравнений 
для определения положения нейтральной линии *,r  внутренней 1,r  внешней 2r  поверхностей 
и упругопластических границ 1

pr  и 2 .pr  Далее находим компоненты тензора напряжений и тен-
зора деформаций Альманси. В упругой области 1 2

p pr r r≤ ≤  для компонент обратимых дефор-
маций справедливы формулы

	 *

*

1 1 2 1 , 1 1 2 1 .rr rr
rre d e d

r rϕϕ ϕϕ= − − = − = − − = −

В областях пластического течения обратимые деформации не изменяются и равны в ка-
ждой точке значению в тот момент времени, когда до нее дошла упругопластическая граница. 
Компоненты пластических деформаций через полные и обратимые деформации находятся по 
формулам

	 2 2

1 21 21 1, .
2 2( 1) 2 2( 1)

rr
rr

rr

ddp p
e e

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ

−−
= − = −

− −

Заключение

В рамках модели больших упругопластических деформаций получено решение о цилин-
дрическом изгибе прямоугольной пластины. Найдены условия зарождения и продвижения 
упругопластических границ. Рассчитаны поля напряжений и полных, обратимых и необрати-
мых деформаций. Представленное решение может в дальнейшем использоваться для задачи 
разгрузки пластины при постепенном уменьшении изгибающего момента. 
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УДК 539.375

ОПРЕДЕЛЕНИЕ J-ИНТЕГРАЛА ПРИ НОРМАЛЬНОМ ОТРЫВЕ 
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО ТОНКОГО АДГЕЗИОННОГО СЛОЯ КОМПОЗИТА

Тульский государственный университет

В. Э. Богачева

Аннотация. Исследуется упругопластическое деформирование композитной пласти-
ны, соответствующее нагружению нормальным отрывом, в состоянии плоской дефор-
мации. Рассматриваемый образец состоит из двух упругих консолей, связанных упруго-
пластическим адгезионным слоем. Используется аналитическое решение, основанное на 
концепции «слоя взаимодействия», теории пластин Миндлина — Рейсснера и критерия 
Треска — Сен-Венана. Найдена формула для определения значений прочностной харак-
теристики в виде J-интеграла. Показано, что у двух адгезивов с различными механически-
ми свойствами погрешность аналитических и экспериментальных значений J-интеграла 
не превышает 5 %.
Ключевые слова: адгезионный слой, композит, слой взаимодействия, нормальный от-
рыв, упругопластическое деформирование, J-интеграл.

Введение

Использование адгезионных соединений находит широкое применение в различных от-
раслях, например, машиностроении, авиационной и ракетной техниках. Поэтому анализ их 
прочностных свойств является достаточно актуальной задачей.

При экспериментальных исследованиях трещиностойкости адгезионных слоев в качестве 
образца обычно используют двухконсольную балку. А трещиноподобный дефект в адгезиве 
моделируют не только в виде математического разреза с жестким сцеплением сопрягаемых 
тел, но и в виде слоя с характерной толщиной [1–5].

В данной работе рассматривается образец, экспериментально изученный в статье [6], с ад-
гезивами, которыми выступают смолы Araldite 2015 и Sikaforce 7752. На конференции «Ак-
туальные проблемы прикладной математики, информатики и механики», проводимой в 2024 
году [7], показано общее аналитическое решение упругопластической постановки задачи и 
построены графики полученных результатов. В данной работе продолжено изучение этой за-
дачи – определена прочностная характеристика в виде J-интеграла.  

1. Постановка и решение задачи

Рассматривается образец длиной ,a+  где 0.055a =  м, 0.2=  м, 0.025b =  м, b  — толщи-
на образца (рис. 1). Консоли 1 и 2 имеют одинаковые толщины 0.0127h =  м, модуль упругости 

112.04 10E = ⋅  Па и коэффициент Пуассона 0.3.ν =  По длине   тела связаны адгезионным сло-
ем 3, толщина которого 3

0 10δ −=  м. Механические и прочностные характеристики, найденные 
экспериментально [6], для адгезивов приведены в табл. 1. 

Правый торец композита закреплен от перемещений, на левых торцах консолей действует 
нагрузка, обеспечивающая нормальный отрыв, интенсивностью .P  На остальную поверх-
ность образца не действует внешняя нагрузка. Композит рассматриваем в состоянии плоской 
деформации. Поведение консолей установлено в рамках линейной теории упругости, а мате-
риал слоя является идеально упругопластическим.

В тезисе доклада для конференции «Актуальные проблемы прикладной математики, ин-
форматики и механики», проводимой в 2024 году [7] описана данная постановка задачи. В ней 
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[7] для описания взаимодействия слоя 3 с телами 1 и 2 применяется концепция «слоя взаимо-
действия» с учетом симметрии образца относительно горизонтальной оси. Область упругого 
деформирования определяется законом Гука. На участке пластического деформирования 
слоя 3 предполагается выполнение критерия Треска — Сен-Венана [8] при условии полной 
пластичности. Также учитывается теория пластин Миндлина — Рейсснера [9, 10]. При приня-
тых механических и геометрических характеристиках образца найдены длины пластического 
участка для адгезива Araldite 2015 0.00294321p =  м и для Sikaforce 7752 — 0.01357304p =  м. 

Поле перемещений в теле 1 определяется следующим образом:
	 ( ) ( ) ( )( )+

1 1 2 1 1 1 2 0, 2u x x u x x xϕ δ= − − , ( ) ( )+
2 1 2 2 1, ,u x x u x= 	 (1)

где 1 ,u+  2u+  — компоненты векторов перемещений верхней границы слоя, ϕ  — угол поворота 
материальных нормалей к плоскости 2 0 2.x δ=

Согласно работе [7] общее решение на участке (0; ]p  имеет вид:

	

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1 1

1 1 1 1

9 2 1 10 2 1
1 2 3

10 2 1 9 2 1

9 2 1 10 2 1
4 5

10 2 1 9 2 1

0 0
1 1 1 6

cos cos

sin sin

cos cos

sin sin

21 ,
3

R x R x+

R x R x

R R x R R x
u C e C e

R R x R R x

R R x R R x
C e C e

R R x R R x

C x x C
Dh Dh

τ δ

− −

− + +   
= + −   

+ +      
+ − +   

− + +   
+ +      

+ + +

 

 

 

	 (2)

	 ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 2 1 2 2 1
2 2 3

2 2 1 1 2 1

1 2 1 2 2 1
4 5

2 2 1 1 2 1

0 0 0
1

cos cos

sin sin

cos cos

sin sin

2 ,
2 3

R x R x+

R x R x

R R x R R x
u C e C e

R R x R R x

R R x R R x
C e C e

R R x R R x

SC
Dh Dh
δ τ δ

− −

− +   
= − −   

− +      
+ − +   

− + −   
+ +      

− −

 

 



	

Таблица 1
Механические и прочностные характеристики адгезионных слоев

3E , Па 3ν 0τ , МПа crP , Н CJ , Н/м
Araldite 2015 91.85 10⋅ 0.33 14.6 1500 430
Sikaforce 7752 90.49 10⋅ 0.3 5.2 3100 2360

где 3,E  3ν  — модуль упругости и коэффициент Пуассона адгезионного слоя 3; 0τ  — предел 
текучести; crP  — внешняя нагрузка при инициализации трещины в адгезиве толщиной 

3
0 10δ −=  м [6], CJ  — значение J-интеграла.

Рис. 1. Схема нагружения образца
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	 (4)

где 2 ;
(1 )

ED
ν

=
−

 ;
2(1 )

EL k
ν

=
+

 5 ;
6

k =  2 4
04 (1 );D h Tδ∆ = −  2 212 (2 ) ( );T L LS Dh D h= +

3

3

;
3(1 2 )

EK
ν

=
−

 00.5 ;S Dh K δ= +  ( )2 2
1 0.5 ;R α β α= + +  ( )2 2

2 0.5 ;R α β α= + −  

0 0 0( 6 ) ( ( 2 ));Dh L Lh Dh Kα δ δ δ= − +  0 0 01 ( ( 2 ));D T L Dh Kβ δ δ δ= − +  
2 2

3 1 2 02 ( 2 ( )) ;R LS R R D LS Vδ= − −  4 1 24 ;R LSR R V=  2 ;V LS Dh= +  
2

5 2 4 1 3 1( ) (2 ) ;R Dh R R R R SK R S= − +  2
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7 1 1 2( );R R R R= +  
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А общее решение на участке ( ; ]:p 
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 2
2 1 3 4 2 4( ) 4 ;d m m m m m m= + + −  2

1
2

1 ;
2
DhCm

LS
= +  0 2 2

2 1
2

1 ;
2
D Cm C

Lh S
δ 

= − 
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0 2 2
3 2

2

3( 4 ) ;
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D Dh LSm

Dh hS Dh
δ +

= −
−

 2
4 2

2

12 ;
(4 3 )

LSm
Dh hS Dh

=
−

 2 0 10.5 .S Dh Dδ= +  ( )2 2
1 0.5 ;F ξ ζ ξ= + +  

( )2 2
2 0.5 ;F ξ ζ ξ= + −  2 1 3 40.5( );m m m mξ = + +  0.5 ;dζ = −  2 2

3 2 1 2 1( ) ;F m F F m= − +  

4 1 2 1(2 ) ;F F F m=  2
5 1 3 2 4 0 2 1 20.5( ( ) ) ;F Dh F F F F D F Sδ= + +  

2
6 2 3 1 4 0 2 2 20.5( ( ) ) ;F Dh F F F F D F Sδ= − +  2 2

7 1 1 2( );F F F F= +  2 2
8 2 1 2( );F F F F= +  

9 5 7 6 8;F F F F F= +  10 6 7 5 8.F F F F F= −
Чтобы найти 12 констант интегрирования, необходимо удовлетворить следующим условиям:
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где +
11 1 1( ) ,

2
hQ x Dh u ϕ ′ ′= − 

 
 ( )+

12 1 2( ) ,Q x Lh u ϕ′= −  2 +
11 1

1
2 3

hM Dh u ϕ ′ ′= − 
 

 — обобщенные 

силы и обобщенный момент.

2. Определение J-интеграла

Согласно работе [11] на рис. 2 показан элемент слоя взаимодействия, включающий в себя 
все области диссипации. Данный элемент находится в равновесии под воздействием распреде-
ленной внешней нагрузки ,q  где +q  — нагрузка по верхней границе слоя; −q  — нагрузка по 
нижней границе слоя; rq  — нагрузка по правому торцу слоя; lq  — нагрузка по левому торцу 
слоя. Замкнутый контур охватывает область диссипации в слое.

Следуя работе [12], приходим к следующему определению J-интеграла: 

	
1

1

r
0 0 1

1 1 10

,
p

p

p

x
x

J dx
x x x

δ ψ δ
− +

− +
=

=

 ∂ ∂ ∂
= − ⋅ − ⋅ + ⋅ ∂ ∂ ∂ 

∫
u u uq q q







	 (9)

где ψ  — удельная свободная энергия; 0.5( )+ −= +u u u  — вектор средних перемещений; 
12 1 22 2;σ σ+ + += +q e e  12 1 22 2;σ σ− − −= − −q e e  r

11 1 12 2;σ σ= +q e e  l
11 1 12 2;σ σ= − −q e e  12 ,σ ±  22σ ±  — гранич-

ные напряжения слоя; 11,σ  12 ,σ  22σ  — средние напряжения на торцах слоя.

Рис. 2. Равновесие упругопластического элемента слоя
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Для случая нормального отрыва имеем: 1 1 ;u u+ +=  2 2 ;u u+ −= −  12 0;σ =  11
12 12 0

1

0.5 ;
x
σσ σ δ− + ∂

= − =
∂

 

22 22 22.σ σ σ+ −= =
Таким образом, получим выражение для J-интеграла в следующем виде:

	 ( ) ( )
11 1

2 20 0
0 11 22 22 11 22 00

42 ,
3 2 3p xx x

KJ τ τδ ε ε ε ε ε
== =

 = − + − +  

	 (10)

где 
+
1

11
1

,du
dx

ε =  
+
2

22
0

2uε
δ

=  — средние деформации в адгезионном слое.

Для умерено пластичного адгезива Araldite 2015 по формуле (10) получено значение J-ин-
теграла 439.04J =  H/м, а для пластичного полиуретана Sikaforce 7752 — 2233.64J =  H/м. 
Таким образом, погрешность аналитических результатов (10) относительно эксперименталь-
ных (табл. 1) составляет менее 5 %. 

Заключение

Представлено общее аналитическое решение. Показан подход для определения прочност-
ной характеристики в виде J-интеграла. С использованием полученной формулы вычислены 
его значения для адгезивов Araldite 2015 и Sikaforce 7752. Показано, что аналитические значе-
ния J-интеграла отличаются от экспериментальных не более чем на 5 %.
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УДК 539.3

МОДИФИЦИРОВАННАЯ ТЕОРИЯ НЕЛОКАЛЬНОГО ГРАДИЕНТА ДЕФОРМАЦИИ 
ДЛЯ СТАТИЧЕСКОГО ИЗГИБА НАНОПЛАСТИН

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого

Фам Ван Винь

Аннотация. В настоящей работе исследуется зависимое от размеров статическое поведе-
ние изгиба изотропных нанопластин, опирающихся на упругие основания, в рамках обоб-
щённой модифицированной теории нелокального градиента деформации. Управляющие 
уравнения сформулированы на основе принципа Гамильтона с учётом как нелокальных, 
так и градиентных эффектов. Для нанопластин с шарнирным опиранием получены ана-
литические решения в замкнутой форме, позволяющие провести параметрические иссле-
дования. Результаты показывают совокупное влияние жёсткости основания, параметров 
нелокальности и градиента на прогиб наноструктур. Предложенная модель обеспечивает 
согласованное континуальное описание, позволяющее точно прогнозировать статиче-
ский изгиб нанопластин, опирающихся на упругие основания.
Ключевые слова: нелокальная теория упругости, модифицированная теория градиента 
деформации, тензор напряжений высшего порядка, теория деформации сдвига высокого 
порядка, нанопластины, анализ изгиба, упругие основания.

Введение

На наноуровне механическое поведение конструкций существенно отклоняется от пред-
сказаний классической теории упругости из-за размерных эффектов, проявляющихся при 
сближении характерных размеров с внутренними масштабами материала. Классические кон-
тинуальные модели, не учитывающие эти эффекты, оказываются недостаточно точными для 
анализа наноструктур, таких как нанобалки, нанопластины и нанооболочки (Dell’Isola и др. 
[1]; Lurie и др. [2, 3]; Karami и др. [4]; Eremeyev и др. [5–7]).

Для устранения этих ограничений разработаны континуальные теории более высокого по-
рядка, среди которых наибольшее распространение получили нелокальная теория упругости 
Эрингена [8, 9] и модифицированная теория градиента деформаций Лама и соавт. [10]. Первая 
учитывает дальнодействующие межатомные взаимодействия, но не описывает градиентное 
упрочнение; вторая, напротив, учитывает микроструктурные масштабы, но не включает нело-
кальные взаимодействия напряжений.

Для построения более общей модели автор объединил нелокальные и градиентные эффек-
ты (Vinh [11]), сформировав модифицированную теорию нелокального градиента деформации. 
В ней нелокальность вводится как в классические, так и в высшие тензоры напряжений, что 
позволяет учитывать механизмы «размягчения» и «упрочнения» материала. Эта теория кор-
ректно описывает размерно-зависимые процессы изгиба и колебаний микро- и наноструктур.

В практических условиях нанопластины часто опираются на податливые подложки, кото-
рые моделируются в виде упругих оснований типов Винклера и Пастернака (Abdelillah и др. 
[12]). Такие основания описывают взаимодействие пластины с окружающей средой, влияя на 
прогибы и распределение напряжений.

Настоящее исследование направлено на анализ статического изгиба изотропных нанопла-
стин на упругих основаниях в рамках модифицированной теории нелокального градиента 
деформации. Управляющие уравнения выведены по принципу Гамильтона и решены анали-
тически для случая шарнирного опирания. Предложенная модель обеспечивает единый и со-
гласованный теоретический базис для задач изгиба нанопластин с совместным проявлением 
нелокальных и градиентных эффектов.
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1. Теоретические положения

1.1. Модифицированная теория нелокального градиента деформации

Настоящий раздел представляет формулировку модифицированной теории нелокального 
градиента деформации, объединяющей основные положения нелокальной теории упругости 
и теории градиента деформаций. Предложенная Ламом и соавт. [10] теория расширяет класси-
ческую упругость ijε  за счёт введения дополнительных мер деформации — градиент дилата-
ции ,iγ  градиент девиаторного растяжения ,ijkη  и симметричный тензор кривизны .ijχ  Пол-
ная плотность упругой энергии включает классическую часть и добавочные члены, 
обусловленные деформациями более высокого порядка:

	 ( )1 ,
2 ij ij i i ijk ijk ij ijV

p m dVσ ε γ τ η χΠ = + + +∫ 	 (1)

где ,ijσ  ,ijm  ,ip  и ijkτ  обозначают, соответственно, тензор напряжений Коши, парные (вихревые) 
напряжения и напряжения высшего порядка, связанные с градиентами iγ  и .ijkη  Связи между 

,ijε  ,ijχ  ,iγ  ijkη  и компонентами вектора перемещений 1 2 3( , , )u u u  имеют вид (по Lam и др. [10]):

	
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , , ,

, , , , , , , , ,

1 1; ; ;
2 4
1 1 2 2 2 ,
3 15

ij i j j i ij imn n mj jmn n mi i mm i

ijk jk i ki j ij k ij mm k mk m jk mm i mi m ki mm j mj m

u u e u e uε χ γ ε

η ε ε ε δ ε ε δ ε ε δ ε ε

= + = + =

 = + + − + + + + + 

	 (2)

где ijke  и ijδ  — символы перестановки и Кронекера соответственно. 
Тензоры напряжений ,ijσ  ,ijm  ,ip  и ijkτ  могут быть представлены следующими линейными 

соотношениями упругости (Lam и др. [10]):

	 2 2 2
0 1 22 ; 2 ; 2 ; 2 ,ij ij mm ij i i ijk ijk ij ijp l l m lσ ηε λε δ η γ τ η η η χ= + = = = 	 (3)

где 0 1 2, ,l l l  — характерные масштабные параметры материала, связанные соответственно с ве-
личинами ,iγ  ,ijkη  ;ijχ  и ,η λ  — коэффициенты Ламе, задаваемые выражениями:

	
[ ] [ ][ ]

; .
2 1 1 1 2

E Eνη λ
ν ν ν

= =
+ + −

	 (4)

В рамках нелокальной теории упругости напряжение в точке определяется не только ло-
кальной деформацией, но и деформациями окружающей области. Согласно формулировке 
Эрингена [8, 9], нелокальный тензор напряжений выражается через свёртку классического 
поля напряжений с ядром затухания, что при определённых допущениях приводит к диффе-
ренциальной форме:

	 ( )2 21 2 ,ij ij mm ijµ σ ηε λε δ− ∇ = + 	 (5)
где µ  — параметр нелокальности.

В настоящей работе эффект нелокальности последовательно распространяется и на напря-
жения более высокого порядка — ,ijm  ,ip  и .ijkτ  Соответственно, нелокальные конститутив-
ные соотношения имеют вид (Vinh [11]):

	
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
0

2 2 2 2
1 2

1 ; 1 2 ;

1 2 ; 1 2 .

ij ijkl kl i i

ijk ijk ij ij

C p l

l m l

µ σ ε µ η γ

µ τ η η µ η χ

− ∇ = − ∇ =

− ∇ = − ∇ =
	 (6)

1.2. Уравнения равновесия

В настоящем исследовании рассматривается нанопластина размерами a b×  и толщиной .h  
Геометрические параметры нанопластины и система координат показаны на рис. 1.
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Для описания поля перемещений нанопластины используется теория деформации сдвига 
высокого порядка. Формулировка данной теории имеет вид:

	

( , ) ( , )( , , ) ( , ) ( )

( , ) ( , )( , , ) ( , ) ( ) ,

( , , ) ( , ) ( , )

b s

b s

b s

w x y w x yU x y z u x y z f z
x x

w x y w x yV x y z v x y z f z
y y

W x y z w x y w x y

∂ ∂ = − + ∂ ∂
∂ ∂ = − + ∂ ∂

 = +


	 (7)

где ,u v  — продольные перемещения точек срединной поверхности пластины; ,b sw w  — со-
ставляющие прогиба по изгибу и сдвигу соответственно для точек срединной поверхности. 
Зависимость функции ( )f z  задана выражением 

3

2

5( ) .
4 3
z zf z

h
= −

Классические деформации, тензоры кривизны и тензоры градиента более высокого поряд-
ка для нанопластин можно записать в следующем виде:

	
( )

0 1 2 0 0 1 2 3 0 1

0 1 2 3 0 1 0 1

; ; ( ) ( ) ; ( ) ;
( ) ( ) ; 1 ; ,p p p p p b b b s s s

z f g z f z f z f z
z f z f z f f

′′ ′= + + = = + + + = +

′ ′ ′′= + + + = + − = +

  ε ε ε ε γ γ η η η η η η η η

γ γ γ γ γ χ χ χ χ χ χ
	 (8)

где 
2

2 2

5 5 10; .
4

z zg f
h h

′′= − = −  Согласно модифицированной теории нелокального градиента де-

формации, конститутивные соотношения (6) принимают следующий вид:

	

( ) ( )

( ){ } { }
( ){ }

11 12
552 2

12 22
44

66

2 2
0

2

0
0

1 0 ; 1 ;
0

0 0

1 , , 2 , , ;

1 , , , , , , , , ,

x xx
xz xz

y yy
yz yz

xy xy

x y z x y z

xxx yyy yyx zzx xxy zzy zzz xxz yyz xyz

C C
C

C C
C

C

p p p l

σ ε
τ γ

µ σ ε µ
τ γ

τ γ

µ η γ γ γ

µ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ

    
        − ∇ = − ∇ =                      

− ∇ =

− ∇ =

{ }
( ){ } { }

2
1

2 2
2

             2 , , , , , , , , , ;

1 , , , , , 2 , , , , , ,

xxx yyy yyx zzx xxy zzy zzz xxz yyz xyz

xx yy zz xy xz yz xx yy zz xy xz yz

l

m m m m m m l

η η η η η η η η η η η

µ η χ χ χ χ χ χ

=

− ∇ =

	 (9)

где

	 11 22 12 21 44 55 662 2; ; .
1 1 2(1 )

E E EC C C C C C Cν η
ν ν ν

= = = = = = = =
− − +

	 (10)

Влияние нелокальности вводится через конститутивные соотношения, при этом принцип 
Гамильтона остаётся независимым от указанных допущений. Следовательно, его можно ис-
пользовать как общий вариационный аппарат для вывода уравнений движения нанопластин. 
Принцип формулируется следующим образом:

Рис. 1. Нанопластины на упругих основаниях
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	 ( )
0

0,
t p m

f FW dtσ τδ δ δ δ δ δΠ + Π + Π + Π + Π + =∫ 	 (11)

где где ,σδΠ  ,pδΠ  τδΠ  и mδΠ  — вариации энергии деформации, соответствующие напряже-
ниям ,ijσ  ,ip  ijkτ  и ,ijm  соответственно; fδΠ  — вариации плотностей потенциальной энергии 
деформации и энергии, накопленной в упругом основании; FWδ  — вариация виртуальной 
работы внешних сил. 

Энергия деформации, соответствующая различным тензорам напряжений в рамках моди-
фицированной нелокальной теории градиента деформаций, выражается следующими соотно-
шениями:

	

( )

( )
( )

1 ;
2
1 2 2 2 ;
2

;

3 3 31
3 3 32

x x y y xy xy xz xz yz yzV

m
xx xx yy yy xy xy xz xz yz yzV

p
x x y y z zV

xxx xxx yyy yyy yyx yyx zzx zzx xxy xxy

zzy zzy zzz zzz xxz xxz yyz yy

dV

m m m m m dV

p p p dV

σ

τ

σ ε σ ε τ γ τ γ τ γ

χ χ χ χ χ

γ γ γ

τ η τ η τ η τ η τ η

τ η τ η τ η τ η

Π = + + + +

Π = + + + +

Π = + +

+ + + + +
Π =

+ + + +

∫

∫
∫

.
6V

z xyz xyz

dV
τ η

 
  + 

∫

	 (12)

Выражение для потенциальной энергии, аккумулированной в упругом основании, имеет 
следующий вид:

	 ( ) ( ) ( )2 2
21 1 .

2 2
b s b s

f w b s sS S

w w w w
k w w dS k dS

x y

 ∂ + ∂ +   
 Π = + + +   ∂ ∂     

∫ ∫ 	 (13)

Выражение для работы внешней нагрузки имеет следующий вид:

	 ( )( , ) .F b sS
W q x y w w dS= − +∫ 	 (14)

Подставляя выражения (12)–(17) в уравнение (11) и применяя интегрирование по частям, 
получаем уравнения движения в следующем виде:

	

2 2 22 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 22 2

2 2 2 2

1 1 2 1 2:
4 4 5 5 5

1 4 1 1 8 2    0;
5 15 5 15 15 15

m pm p
xy yz y yyyx xz x xxx xxx

yyx yyx xxy zzyzzx zzx

N Q N NN Q N N Nu
x y x y y x x y x y x y

N N N NN N
x y x y x y x y

ττ τ

τ τ τ ττ τ

δ
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − − − + + + − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂−

+ + − − + − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

	 (15)

	

2 2 2 22 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 22

2 2 2 2

1 1 2 2 1:
4 4 5 5 5

8 2 1 4 1 1    0;
15 15 5 15 5 15

m pm p
y xy yz y yyy yyyxz x xxx

yyx xxy xxy zzy zzyzzx

N N Q N N NQ N Nv
y x x x y x y y x y y x

N N N N NN
x y x y y x y x

τ ττ

τ τ τ τ ττ

δ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

− − + + + + − + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ − − + − − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

	 (16)

2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3 3 33 3 3 3

3 2 2 3 3 2 3 2

1 1: 2
2 2

2 3 2 3 1    
5 5 5 5 5

m m mm p p
y xy yy xy xyx xx z z

b

p pp p
y y yyy yyyx x xxx xxx

M M N N NM N N Nw
x y x y x y x y y x x y

M M M MM M M M
x x y x y y x x y y x y

τ ττ τ

δ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

− − − + − + − − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + − + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

3

3

3 3 3 3 33 3 2

2 3 2 3 2 3 2 2

2 22 22

2 2 2 2 2

4 1 1 1 4 1 1 1    
5 5 5 5 5 5 5 5
1 4 1 1 4    
5 15 15 15 15

yyx

yyx xxy xxy zzy zzyzzx zzx zzz

yyz yyzxxz xxzzzz

M
x

M M M M MM M Q
x y x x y y x y y x y x

Q QQ QQ
y x y x y

τ

τ τ τ τ ττ τ τ

τ ττ ττ

+
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ − − − + − − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂∂

+ − + + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( )( )
2

21 1 ;
3

xyz
f

Q
R q

x y

τ

µ
∂

− = − ∇ −
∂ ∂

	(17)



1257

  

2 2 2 2 22 2

2 2 2 2

3 33 3 3 32 2

3 2 2 3 2 2 3

1 1 1 1: 2
2 2 4 4

1 1 2 3    
4 4 5 5

m m mm
y xy y yy xy xyx x xx

s

m p pm p p p p
yz y yxz x x xxx xxxz z

P P Q M M MP Q Mw
x y x y x y x y x y y x

S P PS P P P PR R
y x x x y x y y x y x x

τ τ

δ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

+ + − − + − + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ − − − − − + + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 2

3 3 3 3 3 33 3

3 2 3 2 3 2 3 2

3 3

3 2

2 3 1 4 1 1 1 4    
5 5 5 5 5 5 5 5

1 1 1 1 1 4    
5 5 5 5 15 15

yyy yyy yyx yyx xxy xxyzzx zzx

zzy zzy yyy yyxxxx zzx

y
P P P P P PP P
y x y x x y x x y y x y

P P R RR R
y x y x y x x

τ τ τ τ τ ττ τ

τ τ τ ττ τ

+
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂−
+ + + − + + + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

+ + + + + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2 22 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2

22 22

2 2 2 2

1 4
15 15

1 1 4 1 1 4 1 2    
5 5 15 15 15 15 3 5
2 8 2 2    +

5 15 15 15

xxy zzy

yyz yyz xyzxxz xxzzzz zzz zzz

yyzxxz xxzzzz

R R
y y

Q Q QQ QQ Q S
x y x y x y x y x

SS SS
y x y x

τ τ

τ τ ττ ττ τ τ

ττ ττ

∂ ∂
+ − +

∂ ∂
∂ ∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂−

+ − + − − + + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂ ∂∂−
+ − −

∂ ∂ ∂ ∂
( )( )

2 2
2

2

8 2 1 ,
15 3

yyz xyz
f

S S
R q

y x y

τ τ

µ
∂ ∂

+ + = − ∇ −
∂ ∂ ∂

	(18)

где 2{ , , ,...} (1 ){ , , ,...};ijk ijk ijk ijk ijk ijkN M P N M Pµ= − ∇  , , , , .i j k x y z=

1.3. Аналитическое решение

Уравнения движения решаются методом Навье, перемещения нанопластины представле-
ны рядами Фурье:

	 1 1 1 1

1 1 1 1
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где , ;m nm a n bα π β π= =  , , ,mn mn mn mnU V Wb Ws  — неизвестные коэффициенты; а ,m n  обозна-
чают количество полуволн вдоль осей x  и y  соответственно. Распределённая нагрузка ( , )q x y  
выражается аналогичным образом: 

1 1
( , ) sin( )sin( ).mn m n

m n
q x y Q x yα β

∞ ∞

= =

=∑∑

2. Результаты и обсуждение

Рассматривается нанопластина типа SSSS (с шарнирным опиранием по всем краям), лежа-
щая на упругом основании и имеющая размеры 10a b= =  нм и толщину .h  Материал нано-
пластины — 2 3Al O ,  а его физико-механические характеристики составляют: 380E =  ГПа, 

3800ρ =  кг/м3, 0.3.ν =  Для численного анализа используются следующие безразмерные вели-
чины:
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	 (20)

Нанопластина подвергается воздействию синусоидально распределённой нагрузки 
0 sin( / )sin( / ).q q x a y bπ π=  Безразмерные прогибы и напряжения нанопластин типа SSSS при 

отношении / 10,a h =  параметрах нелокальности ,µ  и масштабных параметрах материала
0 1 2l l l l= = =  приведены в табл. 1 для 100,wK =  10.sK =  Влияние параметров µ  и /l h  на про-

гибы показано на рис. 2, а на напряжения — на рис. 3 и 4. Как видно, увеличение параметра 
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нелокальности приводит к росту безразмерных прогибов *w  и напряжений, что указывает на 
эффект «размягчения», обусловленный нелокальными взаимодействиями. При увеличении 
отношения /l h  прогибы и напряжения, наоборот, уменьшаются, что отражает упрочнение, 
связанное с градиентными эффектами. Это означает, что большие значения /l h  повышают 
внутреннюю жёсткость нанопластины. Рис. 5 иллюстрирует влияние параметров жёсткости 
основания на прогибы: при росте WK  или SK  значения *w  снижаются, так как основание соз-
даёт дополнительную восстанавливающую силу, противодействующую поперечной деформа-
ции. Сравнение различных комбинаций параметров показывает, что нанопластины с боль-
шим параметром нелокальности µ  или меньшим масштабным отношением /l h  демонстриру-
ют большие прогибы при одинаковой жёсткости основания.

а) б)
Рис. 2. Изменение безразмерного прогиба *w  в зависимости от параметра нелокальности µ  

и отношения масштабного параметра материала /l h: а) µ; б) /l h

а) б)
Рис. 3. Влияние различных параметров нелокальности µ  на распределение напряжений по 

толщине: а) нормальные напряжения; б) касательные напряжения

Таблица 1
Безразмерные прогибы и напряжения нанопластин типа SSSS при синусоидальной нагрузке

/l h
0µ = 4µ =

*w *
xσ *

xzτ *
xyτ *w *

xσ *
xzτ *

xyτ
0.00 0.1639 10.8354 1.3208 5.8344 0.2169 14.3376 1.7477 7.7202
0.25 0.1078 7.0638 0.9836 3.8036 0.1566 10.2624 1.4290 5.5259
0.50 0.0532 3.4580 0.5421 1.8620 0.0855 5.5527 0.8705 2.9899
0.75 0.0289 1.8689 0.3080 1.0063 0.0487 3.1489 0.5189 1.6955
1.00 0.0176 1.1373 0.1917 0.6124 0.0304 1.9610 0.3305 1.0559



1259

а) б)
Рис. 4. Распределение напряжений по толщине при различных отношениях масштабного 

параметра материала /l h: а) нормальные напряжения;б) касательные напряжения

а) б)
Рис. 5. Изменение прогибов нанопластины в зависимости от параметров основания: 

а) параметр Винклера WK ; б) параметр Пастернака SK

Заключение

Была разработана модифицированная теория нелокального градиента деформации для 
анализа статического изгиба нанопластин, опирающихся на упругое основание. Предложен-
ная теория последовательно объединяет эффекты нелокального «размягчения» и градиентного 
«упрочнения» в рамках единой континуальной модели. Полученные результаты показывают, 
что увеличение параметра нелокальности приводит к росту прогибов, тогда как повышение 
отношения масштабного параметра материала снижает их. Жёсткости основания Винклера 
и Пастернака эффективно подавляют деформации, причём сдвиговой слой оказывает более 
сильное влияние. Предложенная модель представляет собой простую, но точную методику 
для анализа нанопластин и может быть распространена на более сложные геометрические 
конфигурации.
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УДК 624.074.43

ВЛИЯНИЕ НА НДС ОБОЛОЧКИ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ГАУССОВОЙ КРИВИЗНЫ 
ИЗМЕНЕНИЯ ПОДАТЛИВОСТИ ОПОРНОГО КОНТУРА

Воронежский государственный технический университет

Д. С. Глазков, В. А. Козлов

Аннотация. Настоящая работа посвящена анализу влияния на напряженно-деформи-
рованное состояние оболочки отрицательной гауссовой кривизны учета податливости 
опорного контура методом конечных элементов. Исследуемый объект представляет со-
бой предварительно напряженную железобетонную оболочку на круглом плане с поверх-
ностью, описываемой уравнением гиперболического параболоида. Основными несущи-
ми элементами являются напрягаемые канаты. В работе проведен сравнительный анализ 
абсолютно жесткого и податливого опорного контура, а также контура с податливостью, 
вычисленной с учетом взаимодействия с опорной конструкцией. Полученные результа-
ты позволили сделать выводы о необходимости учета конечной жесткости опорной кон-
струкции контура исследуемой оболочки.
Ключевые слова: метод конечных элементов, податливость, жесткость, условия закре-
пления, оболочка, предварительное напряжение, опорный контур, напряженно-дефор-
мированное состояние.

Введение

Современная парадигма расчета зданий и сооружений состоит в комплексном рассмотре-
нии системы: здание-фундамент-основание, однако на этапе разработки концепции и предва-
рительного проектирования зачастую сначала необходимо определиться с основными пара-
метрами отдельных частей проектируемого объекта. Особенно это характерно для объектов 
повышенной сложности, требующих учета множества факторов [4, 5, 7], в виду чего моде-
лирование всей системы целиком на начальном этапе представляется нецелесообразным. К 
таким объектам относятся предварительно напряженные оболочки.

Среди большого количества расчетных предпосылок таких объектов в настоящей статье 
выделим учет условий закрепления и податливости опорного контура и рассмотрим их влия-
ние на напряженно-деформированное состояние оболочки [1–2, 6, 8].

1. Методы исследования

Объект исследования представляет собой предварительно напряженную оболочку отри-
цательной гауссовой кривизны на круглом плане, покоящуюся на спаренных тросах, являю-
щихся растянутой арматурой оболочки. Поверхность оболочки является гиперболическим 
параболоидом. Основные конструктивные элементы объекта представлены в табл. 1.

Таблица 1
Основные конструктивные элементы [3]

Элемент Сечение
Оболочка 60 мм
Опорный контур Переменного сечения от 1500×800 до 4200×800
Балки омоноличивания стягивающих тросов 300×900
Балки омоноличивания рабочих тросов 300×150
Тросы 52,5 мм



1262

Исследование проводится в программном комплексе ЛИРА-САПР. Опорный контур, бал-
ки, тросы замоделированы стержневыми конечными элементами, оболочка — пластинчаты-
ми конечными элементами. Рассматривается стадия предварительного напряжения конструк-
ции. Конечно-элементная модель объекта представлена на рис. 1.

Закрепление опорного контура производится пружинами конечной жесткости в каждом 
узле КЭ-сети контура по 3 осям: в радиальном направлении оболочки, в тангенциальном, в 
бинормальном. Исследуются 3 вида закрепления опорного контура оболочки:

1 вид. Жесткое закрепление по 3 ортогональным осям;
2 вид. Абсолютно податливое закрепление в радиальном и тангенциальном направлениях, 

жесткое в бинормальном;
3 вид. Закрепление конечной жесткости в радиальном и тангенциальном направлениях, 

соответствующее опиранию контура на кирпичную кладку, в виде приведенной жесткости 
сцепления. Закрепление в бинормальном направлении — жесткое. 

2. Результаты и обсуждения

2.1. Перемещения оболочки

Как видно из рис. 2–4, формы деформирования оболочки, а также численные значения 
перемещений узлов КЭ-сети отличаются в зависимости от условий закрепления опорного 
контура, при этом наибольшее отличие характерно для абсолютно податливого закрепления 
контура.

Рис. 2. 1 вид закрепления. Перемещения по Z 
(макс. значение 33.9 мм)

Рис. 3. 2 вид закрепления. Перемещения по Z 
(макс. значение 41.3 мм)

Рис. 1. Конечно-элементная модель исследуемой оболочки
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2.2. Напряжения

Как следует из рис. 5, 8, при жестком закреплении контура оболочка не обжимается в на-
правлении стягивающих канатов, появляются растягивающие напряжения, что не соответ-
ствует реальной работе конструкции. В случае абсолютно податливого закрепления (рис. 6, 9) 
и закрепления с конечной жесткостью (рис. 7, 10) оболочка обжимается в обоих направлени-
ях, при этом максимальные напряжения зафиксированы для случая с абсолютно податливым 
опорным контуром.

Рис. 5. 1 вид закрепления. Напряжения Nx, МПаРис. 6. 2 вид закрепления. Напряжения Nx, МПа

Рис. 7. 3 вид закрепления. Напряжения Nx, МПаРис. 8. 1 вид закрепления. Напряжения Ny, МПа

Рис. 4. 3 вид закрепления. Перемещения по Z (макс. значение 31.4 мм)
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Рис. 9. 2 вид закрепления. Напряжения Ny, МПаРис. 10. 3 вид закрепления. Напряжения Ny, МПа

Заключение

В работе было рассмотрено влияние податливости опорного контура оболочки на характер 
деформирования, характер распределения и уровень напряжений исследуемой оболочки. 

По итогам численного моделирования выявлены различия в формах и величинах переме-
щений по оси Z для всех 3 видов закреплений, при этом формы перемещений для жесткого 
закрепления и закрепления с конечной жесткостью схожи.

Выявлено растяжение в стадии обжатия оболочки по направлению стягивающих вант 
в случае жесткого закрепления, что не характерно для реальной работы конструкции. Сле-
довательно, в данном случае жесткое закрепление контура не может быть применено для 
дальнейшего моделирования конструкции. В случае абсолютно податливого закрепления и 
закрепления с конечной жесткостью оболочка обжимается в обоих направлениях, при этом 
наибольшее обжатие в направлениях рабочих и стягивающих канатов наблюдается в случае 
абсолютно податливого контура.

По итогам сравнительного анализа к дальнейшему рассмотрению рекомендуется закрепле-
ние опорного контура с конечной жесткостью, моделирующее взаимодействие опорной кон-
струкции — кирпичной стены и контура оболочки, поскольку наиболее соответствует реальной 
работе конструкции, что подтверждается характером деформирования оболочки, а также ха-
рактером распределения и уровнем напряжений по направлениям рабочих и стягивающих вант.
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УДК 539.3

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ РАДИАЛЬНО НЕОДНОРОДНОГО ПОРОУПРУГОГО ЦИЛИНДРА 

С САМООПРЕДЕЛЯЕМОЙ ГРАНИЦЕЙ ЗОНЫ СХЛОПНУВШИХСЯ ПОР

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина», г. Воронеж

Д. В. Гоцев, Н. В. Панина

Аннотация. В работе построено приближённое аналитическое решение обобщённой за-
дачи Ламе для толстостенного цилиндра, изготовленного из радиально неоднородного 
пороупругого материала. Модель учитывает двухфазное поведение среды: упругое де-
формирование пористой структуры до полного сжатия пор и последующее упругое де-
формирование несжимаемого скелета. Граница между указанными зонами не задаётся 
априори, а определяется самосогласованно из условия равенства объёмной деформации 
начальной пористости. Предложен итерационный метод, позволяющий получать поля 
перемещений и напряжений в аналитическом виде даже при сложных (в том числе немо-
нотонных) профилях упругих характеристик. Проведён параметрический анализ влия-
ния вида функции неоднородности на распределение компонент напряжённо-деформи-
рованного состояния (НДС).
Ключевые слова: напряжённо-деформированное состояние, пороупругость, радиальная 
неоднородность, задача Ламе, немонотонные упругие характеристики, итерационный ме-
тод, краевая задача с неизвестной границей.

Введение

В настоящее время в различных отраслях промышленности — от строительства и горного 
дела до авиа- и ракетостроения — всё острее проявляется противоречие между растущими 
требованиями к прочности, надёжности и безопасности конструкций и стремлением к сни-
жению их массы, габаритов и стоимости. Разрешение этого противоречия требует разработ-
ки новых функциональных материалов, обладающих сложной внутренней структурой и, как 
правило, неоднородными механическими свойствами.

Неоднородность упругих характеристик может быть обусловлена как самим процессом 
формирования материала (например, в бетонах, полимерах, металлических сплавах или гор-
ных породах [1, 6, 7]), так и особенностями конструкции (слоистые тела, подземные выработ-
ки и полости). Также на распределение механических свойств существенно влияют внешние 
физические поля — температурные, радиационные, ударные или взрывные нагрузки [2–4, 10].

Для корректного описания поведения таких материалов возникает необходимость в реше-
нии взаимосвязанных задачи: первая — это формирование экспериментально установленной 
зависимости упругих характеристик от определяющего фактора (одним из примеров — это тем-
пература или давление), а вторая — подобрать подходящую аппроксимирующую функцию. При 
решении поставленных задач необходимо учитывать, что аппроксимирующая функция должна 
быть как простой для обеспечения аналитической или численной разрешимости задачи, так и 
адекватно отражать реальные экспериментальные данные, ведь даже незначительные различия 
в выборе аппроксимации могут привести к существенно различным результатам расчётов.

В большинстве исследований в качестве моделей неоднородности используют линейные, 
степенные или экспоненциальные зависимости [1, 6, 10]. Но не всегда использование дан-
ных функциональных зависимостей передает качественные особенности реального распре-
деления свойств — в частности, немонотонный характер изменения модуля упругости или 
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коэффициента Пуассона. Такой эффект, например, наблюдается вблизи контура горных вы-
работок, где для их создания используют буровзрывный способ: здесь механические харак-
теристики материала могут иметь выраженные максимумы или минимумы в зависимости 
от расстояния до выработки.

Особое внимание при моделировании подобных материалов следует уделять их пористой 
структуре, объем которой у большинства природных (грунты, горные породы) и технических 
материалов содержат поры и изменяется под действием внешних нагрузок. Это приводит к 
эффекту разносопротивляемости: при сжатии до полного закрытия пор материал демонстри-
рует повышенную податливость, а после уплотнения его жёсткость значительно возрастает. 
Учёт этого явления необходим при решении задач в горной механике, строительной физике, а 
также в проектировании элементов конструкций из композитов и пористых сплавов.

Разработке математических моделей поведения пористых сред посвящены многочислен-
ные исследования. Тем не менее, универсальной теории, охватывающей все аспекты дефор-
мирования таких материалов, на сегодняшний день не существует. Одним из перспективных 
подходов является использование реологических моделей, включающих элемент жёсткого 
контакта, который позволяет описать переход от пористого состояния к сплошному. Комби-
нируя такой элемент с классическими: упругой пружиной, вязким демпфером и пластическим 
шарниром, удаётся построить математические модели, которые учитывают [16] упруговязко-
пластические свойства скелета пористой среды при уплотнении.

Именно построенная таким образом модель дала возможность ранее решить задачи де-
формирования и устойчивости крепи вертикальных горных выработок. В настоящей работе 
этот подход применён к осесимметричной задаче о напряжённо-деформированном состоя-
нии толстостенного цилиндра, изготовленного из радиально неоднородного пороупругого 
материала. Рассмотрены различные виды функций неоднородности, включая немонотонные 
зависимости, и проанализировано их влияние на распределение радиальных и окружных на-
пряжений, а также на поле перемещений с учётом начальной пористости.

1. Уравнения, определяющие напряженно-деформированное состояние 
неоднородной пороупргой среды 

На основании модели, предложенной в работе [16] опишем поведение непрерывно неодно-
родных пористых тел при упругой работе материала, структурная схема которой представлена 
на рис. 1.

Она представима параллельным соединением неоднородного упругого сжимаемого элемен-
та «1» (характеристики — коэффициенты Лямэ 1( ),ixλ  1( )ixµ  — функции координат) и последо-
вательной связки «2» жесткого контакта (характеристика — начальный раствор пор 0ε ) и неод-
нордного упругого несжимаемого элемента (характеристика — коэффициент упругости 0 ( ).ixµ

Так как материал рассматриваемой модели считается сплошной сплошной средой, напря-
женное состояние которой характеризуется симметричным тензором напряжений .j

βσ  Поля 

Рис. 1. Структурная схема неоднородной пороупругой среды
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напряжений и деформаций такой среды будем определять соотношениями геометрически ли-
нейной теории, что вполне оправдано для достаточно жестких сред. 

Рассмотрим произвольную систему координат для выбранной модели и основные соотно-
шения, которые описывают механическое поведение неоднородных пористых сред при упру-
гом поведении материала в рамках выбранной модели:

Уравнения равновесия имеют вид
	 0,i

i j jXσ∇ + = 	 (1)
где символ i∇  обозначает ковариантную производную по i-й координате; jX  — массовые силы.

Граничные условия на части 1S  поверхности тела, где заданы напряжения запишем в форме
	 ,i

i j jN Pσ = 	 (2)
где iN  — орты нормали к части поверхности 1S  тела, jP  — составляющие вектора поверхност-
ных сил;

В качестве геометрических соотношений при условии малых деформаций будем использо-
вать соотношения Коши, связывающие компоненты i

jε  симметричного тензора деформации с 
компонентами вектора перемещений iu

	 2 .i i i
j j ju uε = ∇ +∇ 	  (3)

В качестве условия полного сжатия пор в точке среды [18] примем условие равенства объ-
емной деформации Θ  в этой точке величине начального раствора пор — 0ε

	 0.α
αε εΘ = = − 	 (4)

Согласно предложенной модели при деформировании упругого неоднородного пористого 
материала в теле наряду с областями деформирования неоднородной сжимаемой пористой 
среды — 1V  при выполнении условия (4) могут возникнуть области упругого деформирования 
неоднородного сжатого скелета — 2V  при неизменной объемной деформации. Связь между 
напряжениями и деформациями в области 1V  выберем в виде закона Гука для сжимаемого тела

	 ( ) ( )1 1

0

2 ,
,

i i
i k j k j
j

x g xλ µ ε
σ

ε
 Θ +

= 
−Θ <

	 (5)

где i
jg  смешанные компоненты метрического тензора, 1( ),kxλ  1( )kxµ  параметры Ламе сжима-

емого тела, являющиеся непрерывными функциями пространственных координат. 
В области 2V  упругие деформации сжатого скелета подчиняются закону Гука для несжима-

емого тела [16]

	 ( ) ( )( ) ( )0 1 00

0

22 2 ,
3

,

i i i
k j k j k ji

j

x x x g
S

µ ε µ ε µ ε

ε

 − += 
 −Θ =

	 (6)

где i
jS  — компоненты тензора девиатора напряжений; 0( )i

jε  — компоненты тензора упругих 
деформаций, вычисленные на момент полного сжатия пор, то есть при выполнении условия 
(4); 0 1( ) ( ) ( )k k kx x xµ µ µ= +  — переменный модуль сдвига материала с полностью сжатой ма-
трицей. 

Если в теле наряду с зоной 1V  — не полностью сжатых пор существует и зона 2V  — с пол-
ностью сжатым скелетом, то на границе γ  раздела этих областей должны выполняться усло-
вия непрерывности перемещений и поверхностных сил:

	 0,ju
γ

  =     0.i
i jN

γ
σ  =  	 (7)

Здесь квадратные скобки обозначают разность значений выражений, соответствующих зо-
нам 1V  и 2V  деформирования материала на границе .γ  По повторяющимся индексам, если 
особо не оговорено, производится суммирование от 1 до 3.
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2. Математическое моделирование напряженно-деформированного состояния 
радиально неоднородного пороупругого цилиндра с самоопределяемой границей 

зоны схлопнувшихся пор

Далее рассмотрим в рамках предложенной модели деформирования пористого упругого 
материала с непрерывной зависимостью параметров Ламе 1 1( )rµ µ=  и 2 2 ( )rµ µ=  от радиаль-
ной координаты при постоянстве коэффициента Пуассона — 1ν  задачу о деформировании 
толстостенного цилиндрического тела, находящегося под действием сжимающих нагрузок ин-
тенсивностями aq  и bq  равномерно распределённых по внутренней ( )r a=  и внешней ( )r b=  
поверхности (рис. 2). 

Отметим, что рассматриваемая классификация неоднородности материала наиболее есте-
ственна как с математической, так и с физической точки зрения [1, 8, 12]. 

Исходя из описанной выше постановки задачи, имеет место осевая симметрия. Тогда НДС 
рассматриваемого цилиндрического тела в цилиндрической системе координат ( , , )r zθ  в обо-
их областях деформирования ( 1V  и 2V ) будет описываться только главными ненулевыми ком-
понентами тензоров напряжений и деформаций, а также радиальной составляющей вектора 
перемещений, которые будут являться функциями радиальной координаты 

	 ( ),  ( ),  ( ), ( ),  ( ),  const, ( ).
i i i i i i i i i i i i i

r r z z r r zr r r r r u u rθ θ θ θσ σ σ σ σ σ ε ε ε ε ε= = = = = = = 	 (8)
Здесь и далее индекс 1i =  вверху величин обозначает их принадлежность к области 1V  де-

формирования пористого материала, а 2i =  к области деформирования 2V  материала с пол-
ностью сжатой матрицей. 

С учетом (8) три уравнения равновесия (1) для каждой из двух областей деформирования 
преобразуются к одному уравнению

	 0
i ii

rrd
dr r

θσ σσ −
+ = 	  (9)

соотношения Коши (2) примут вид 

	 ,  .
i i

i i

r
d u u
dr rθε ε= = 	 (10)

Связь между напряжениями и деформациями (5) при упругом деформировании неодно-
родной пористой среды (область 1V ) с учетом (8), (10) через параметры 1( )rµ  и ,ν  перепишет-
ся в форме

Рис. 2. Расчетная схема для радиально неоднородного цилиндрического тела, находящегося 
под действием равномерно распределенных сжимающих нагрузок
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1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 12 ( ) ,  2 ( ) , 2 ( ) .
1 2 1 2 1 2r r z zr r rθ θ
ν ν νσ µ ε σ µ ε σ µ ε
ν ν ν

     = ⋅Θ+ = ⋅Θ+ = ⋅Θ+     − − −     
	 (11)

Упругие деформации в области 2V  деформирования материала с полностью сжатой матри-
цей связаны с напряжениями соотношениями (6), которые в нашем случае примут вид

	

2 2 1 2 2 1

2 1 0 2 1 0

2 2

1 0

2 22 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) , 2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ,
3 3

22 ( ) ( ) .
3

r r r

z z

S r r r S r r r

S r r

θ θ θµ ε µ ε γ µ ε µ ε µ ε γ µ ε

µ ε µ ε

= − + = − +

= +
	 (12)

Условия сопряжения (7) на границе раздела γ  зон упругого деформирования пористого 
материала и деформирования материала с полностью сжатой матрицей запишутся в виде 

	
1 2 1 2

0, 0,r r
r r

u u
γ γ

σ σ
= =

   − = − =   
   

	 (13)

Радиус γ  границы раздела зон 1V  и 2V  деформирования пористого материала определим из 
условия равенства на ней объемной деформации начальному удельному раствору пор — 0 ,ε  то 
есть из соотношения

 	
1

0.εΘ = − 	 (14)
Далее рассмотрим случай, когда уравнение (14) имеет единственное решение на отрезке 

[ , ],a b  при этом области 1V  соответствует отрезок [ , ],a γ  а области 2V  — отрезок [ , ]bγ . Гранич-
ные условия имеют вид 

	
1 2

,  .r a r b
r a r b

q qσ σ
= =

= − = − 	 (15)

Соотношения (9)–(14), вместе с граничными условиями (15) представляют собой взаимос-
вязанные математические модели, описывающие напряженно-деформированные состояния 
цилиндрического тела на этапах упругого деформирования неоднородной пористой среды и 
упругого деформирования материала с полностью сжатым скелетом.

2.1. Определим НДС в области 1V  деформирования материала 
при наличии несхлопнутых пор следующим образом

Уравнение равновесия (9) с учетом (10), (11) в перемещениях перепишется в форме

	
1

1 1 1
1 1

1 1 1 1
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,

(1 ) 1 z
r r ur u r u r r

r r r
µ µν νµ µ µ µ ε

ν ν
  ′′ ′ ′ ′ ′+ + + − =   − −   

которое в свою очередь можно преобразовать к виду [13]	

	 ( )
1

1 1
1 1( ) ( ) 1 2 .

1 z
r rd uu r

dr r r
µ µ ν ν ε

ν

  ′ ′    ⋅ = − −    −    
	 (16)

Полученная запись (16) уравнения равновесия позволяет организовать для поиска его при-
ближенного решения итерационный процесс в форме

	 ( )
1

1 1
1 1

1
( ) ( ) 1 2 .

1
k

k z
r rd d uu r

dr r dr r
µ µ ν ν ε

ν
+

 ′    ⋅ = − −    −    
	 (17)

Тогда итерационная формула для определения радиальной компоненты вектора перемеще-
ний примет вид
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( )

1 1
1 1

1

1

( ) ,
( ) 2 1

r
k k

k k z
a

A Bxu dx G r r
r x r

ν ε
µ ν

+ +
+ = + + −

−∫ 	 (18)

где приняты следующие обозначения: 1 1,  k kA B+ +  — константы интегрирования,

	 1
1

1 2 1( ) ( ) ,  ( ) ( ) .
1 ( )

yr
k

k k k
a a

uyG r Q y dy Q y x dx
r y x

ν µ
ν µ

− ′= =
− ∫ ∫ 	 (19)

Из соотношений Коши (10) при учете (18) получим итерационные соотношения для ком-
понент деформаций и объемной деформации Θ

	

1 1
1

1 2 2
1 1 1

1 1
1 1

2 2
1 1

1 1
1

1

1

( )1 1 ,
( ) ( ) 2(1 )

( ) ,
( ) 2(1 )

( )1 2 .
( ) 1

r
k k

r k z
k a

r
k k k

z
k a

k k
k z

B dG rxA dx
r r x r dr

A B G rx dx
r x r r

A Q r
r r

θ

νε ε
µ µ ν

νε ε
µ ν

ν ε
µ ν

+
+

+

+ +

+

+
+

   = − − + −   −   

  = + + −  − 

−  Θ = + + −  

∫

∫ 	 (20)

Используя закон Гука (11) с учетом (20) получим итерационные соотношения для опреде-
ления компонент напряжений в форме

1 1
1 1

1 1 1 12 2
1 1

1 1

1 1
1

2 ( ) ( ) ( ) , 2 ( ) ( ) ( ) ,

( )2 1 2 1( ) ,
1 2 1

k k
r k k k k

k k

k
z k z

k

B Br A F r H r r M r A T r
r r

Q rA r
r

θσ µ σ µ

ν νσ µ ε
ν ν ν

+ +
+ +

+ +

+
+

      = − + = + +            
 −    = + +    − −    

	 (21)

где введены следующие обозначения

	

2
1 1 1

1

2

1

1 1 1 1 1( ) ,  ( ) ( ),
1 2 ( ) ( ) 1 2 ( )

( ) 2 1 1( ) ( ) ,
1 2(1 )

( )1( ) ( ).
1 1

r

a
r

k
k k z

a

k
k z k

xF r dx M r F r
r r x r

Q rH r Q y dy
r r

Q rÒ r H r
r

ν
ν µ µ ν µ

ν ν ε
ν ν

ν ε
ν ν

−
= − = −

− −

−
= + +

− −

= + −
− −

∫

∫ 	  (22)

Радиус γ  границы раздела зон 1( [ , ])V r a γ∈  и 2 ( [ , ])V r bγ∈  деформирования пористого мате-
риала в k-м приближении определим из условия (14), которое с учетом (19) и (20) примет вид 

	
1

1
1 0

1 1

1 2 1 ( ) .
( ) 1 ( )
k k

z
a

A ux dx
x

γν µ ε ε
µ γ ν µ γ

+
 − ′+ + = −  −  

∫ 	  (23)

2.2. Перейдем теперь к определению напряженно-деформированного состояния 
цилиндрического тела в области 2V  ( ,[ ]r bγ∈ ) деформирования материла 

с полностью сжатой матрицей

Согласно предложенной модели объемная деформация в рассматриваемой области не ме-
няется и равна начальному удельному раствору пор — 0 ,ε  то есть имеет место условие 

	
2 2 2

0 ,r zθε ε ε ε+ + = − 	  (24)
из которого с учетом (10) получим

	
2 2

1
0 ,

2z
C ru
r

ε ε = − + 
 

	 (25)

где 1C  — константа интегрирования.
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Из (12) следует, что 
2 2 2 2 2 2 1 1

22 ( ) 2 ( ) ( ) ( )r r r rS S r rθ θ θ θσ σ µ ε ε µ ε γ ε γ   − = − = − + −   
   

 или учитывая 

(10) и (25)

	
2 2 1 1

1
224 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) .r r

Cr r
rθ θσ σ µ µ ε γ ε γ − = − + − 

 
	 (26)

При этом разность деформаций в области 1V  при ,r γ=  с учетом (19), (20) определится в 
форме

	
1 1

1
1 2

2( ) ( ) ( ) ( ),k
r k k

BA Pθε γ ε γ γ γ
γ

+
+− = ⋅Φ + + 	 (27)

где ( ) 2 2
1 1

2 1 1 2 1, ( ) 2 ( ) ( ) .
( ) ( ) 1k k k

a a

x dx P Q y dy Q
x

γ γνγ γ γ γ
γ µ µ γ ν γ

 −
Φ = − = − ⋅  −  

∫ ∫ 	 (28)

Подставляя (26) в (9) получим уравнение вида 
2

1 1
1 2
3

2 ( )4 ( ) ( ) ( ) ,r
r

d C rr
dr r r θ
σ µµ ε γ ε γ = − − 

 
 ин-

тегрируя которое c учетом граничного условия (15) на внешней поверхности приходим к соот-
ношению 

	
2 1 1

2
1 3

( ) ( )( ) 2 ( ) ( ) 4 .
b b

r r b
r r

x xr dx C dx q
x xθ

µ µσ ε γ ε γ = − − − 
  ∫ ∫ 	  (29)

Вторую компоненту тензора напряжений определим из (26) с учетом (29)

	
2 1 1

2
1 22 3

( )( ) ( )4 2 ( ) ( ) ( ) .
b b

r b
r r

xr xC dx dx r q
r x xθ θ

µµ µσ ε γ ε γ µ
    = − + − − −    

    
∫ ∫ 	 (30)

2.3. Определение констант интегрирования

Константы интегрирования 1 1 1, ,k kA B C+ +  определим из линейной системы (13), (15), кото-
рая с учетом (18), (19), (21), (22), (25), (27)–(30) может быть записана в виде

	
11 1 1 1 1

21 1 1 2

31 1 32 1 33 1 3

,
,

.

k k

k k

k k

A B C
A B
A B C

ϕ δ
ϕ δ
ϕ ϕ ϕ δ

+ +

+ +

+ +

+ − =
 − =
 + + =

	  (31)

где

( )
2

11 21 31 1 32 12
1

21 2 1
2

33 1 2
1

3 1

1

0

1 1( ), , ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 2 ( ) ,
1 2 ( )

2 ( ), ( ) , ,
1 2 2 ( ) 2(1 )

( ) ( ) ( ) ( ) .
2

(( ) , ( )
( )

a
z z k z

b
k k

r

a

aX F Z Z
a

qY G a
a

qP Z H

x xX r dx Y r
x

νϕ γ ϕ ϕ µ γ γ γ γ ϕ µ γ γ
ν µ γ

ν γ νϕ γ δ ε ε γ γ δ ε
ν µ

γ

ε
ν

δ γ γ µ γ

µ
µ

−
= = = −Φ = − +

−

  = = − − = − +  − −   

= −

−

−

= =∫ 2
3

( )) , ( ) .
b b

r r

xdx Z r dx
x x

µ
=∫ ∫

	 (32)

Решая систему (31) получим

	 ( )
( )

33 1 32 33 2 3
1 1 21 1 2 1 11 1 1 1

31 21 32 33 11 21

, , .k k k k kA B A C A B
ϕ δ ϕ ϕ δ δ

ϕ δ ϕ δ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + + + +

+ + +
= = − = + −

+ + +
	 (33)
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Таким образом, НДС пороупругого неоднородного цилиндрического тела в области — 1V  
деформирования пористого материала при [ , ]r a γ∈  определяется итерационными формула-
ми (18), (20), (21) с учетом обозначений (19), (22), а в области 2V  деформирования материала с 
полностью сжатой матрицей при [ , ]r bγ∈  соотношениями (25), (29), (30) с учетом обозначе-
ний (27), (28). При этом константы интегрирования определяются равенствами (33), (32), а 
величина радиуса γ  границы раздела областей 1V  и 2V  деформирования пороупругого мате-
риала находится из решения уравнения (23).

2.4. Первое приближение

Для последовательного определения констант интегрирования и компонент НДС рассма-
триваемой задачи в качестве начального приближения выберем при 0,k =  0 0u =  и для упро-
щения дальнейших выкладок будем полагать, что реализуется плоско-деформированное со-
стояние, т. е. 

1 2
0.z zε ε= =  Тогда из (19), (22), (28) получим 

	 ( )0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.dQ r G r G r H r P
dr

γ= = = = = 	 (34)

Используя формулы (18), (20), (21), с учетом (34), а так же введенных обозначений (19) и 
(22), при принятых допущениях 0 0,u =  

1 2
0z zε ε= =  поля перемещений, деформаций и напря-

жений в первом приближении перепишутся в виде — в области 1V  — деформирования пори-
стого материала при [ , ]r a γ∈

	
( )

( )

1 1
1

11 1 1
1

1 1
1

1 1 12 2 2
1 11

1 ( ) , ,
( )

1 1 1( ) , ( ) ,
( )r

Au A X r B
r r

BA X r A X r B
r r r rθ

µ

ε ε
µ

= ⋅ + Θ =

    = − ⋅ − = ⋅ +     
    

	

	

1
1

1 1 2 2
1 1

1 1
1

1 1 12 2
1 11

1 1 12 ( ) ( ) ,
1 2 ( )

1 1 22 ( ) ( ) , ;
1 2 ( ) 1 2

r

z

Br A X r
r r r

Br A X r A
r r rθ

νσ µ
ν µ

ν νσ µ σ
ν µ ν

  −  = − ⋅ −     −    
     = + ⋅ + =       − −     

	 (35)

— в области 2V  деформирования материала с полностью сжатой матрицей при [ , ]r bγ∈

	

( )

2 2 2
0 0 01 1 1

2 2

2
1

1 12

2
1

1 1 02 2

, , ,
2 2 2

2( ) 2 ( ) ( ) 4 ( ) ,

2( )4 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) .

r

r b

b

C C Cu r
r r r

Br A Z r C Y r q

BrC Y r A Z r r q
r

θ

θ

ε ε εε ε

σ γ
γ

µσ γ µ
γ

= − = − − = −

 
= ⋅Φ + − ⋅ − 

 
  = − + ⋅Φ + − −   

   

	 (36)

Константы интегрирования (33) с учетом (34) перепишутся в виде

	 ( )
( )

33 1 32 33 2 3
1 1 21 1 2 1 11 1 1 1

31 21 32 33 33 11

, , ,A B A C A B
ϕ δ ϕ ϕ δ δ

ϕ δ ϕ δ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ + +
= = − = + −

+ + +
	 (37)

где
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( )
2

11 21 31 1 32 12
1

2
2

33 1 2 3
1

0

1 1( ), , ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 2 ( ) ,
1 2 ( )

2 ( ), , , .
2 2 ( ) 2

a b

aX F Z Z
a

q qY a
a

νϕ γ ϕ ϕ µ γ γ γ γ ϕ µ γ γ
ν µ γ

γϕ γ δ δ δ
µ

ε

−
= = = −Φ = − +

−

= = = −−= −
	 (38)

Уравнение (23) для определения радиуса γ границы раздела областей 1V  и 2V  с учетом (35)–
(37) примет вид

	

2 2

1
0 12

1 1

0( ) ( )
2 ( ) 2 ( ) 0,

1 1 ( )( ) ( )
1 2 1 2 ( ) ( )

a bq qY W a
a

a ZX W
a

γ γ γ
µ ε µ γ

ν ν
ν

ε

γγ γ
ν µ µ γ

+ +
− =

 − −
+ + + − − 

	 (39)

где ( )12

1( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) .W Y Zγ γ µ γ γ
γ

= − +

Таким образом, в рамках плоской деформации НДС пороупругого радиально неоднород-
ного цилиндрического тела в первом приближении, при выборе в качестве начального при-
ближения — нулевого решения, в области — 1V  ( )a r γ≤ ≤  определяется формулами (35), а в 
области 2V  ( )r bγ ≤ ≤  соотношениями (36). При этом константы интегрирования определяют-
ся равенствами (37), (38), а величина радиуса γ  границы раздела областей 1V  и 2V  находится 
из решения уравнения (39).

3. Вычислительный эксперимент

В качестве функций, моделирующих немонотонный характер распределения упругих ха-
рактеристик материала вдоль радиальной координаты в областях деформирования 1V  и 2 ,V  где 

0

ˆl µ
µ=  — значение параметра Ламе вблизи контура при ,r a=  0µ  — значение параметра Ламе 

соответствующее однородному материалу, , , ,k α β ω  — параметры аппроксимации ( 0).α >

	 ( ) ( )( )( )

( )

1 2

1 0

2 0

( ) ( ) ( ),

( ) 1 cos sin ,

( ) 1 1 .

r

n

r r r

r ke r r

ar l
r

α

µ µ µ

µ µ β ω β ω

µ µ

−

= +

= + + + +

  = + −     

	 (40)

Расчеты проводились для безразмерных величин. При этом величины, имеющие размер-
ность длины, отнесены к внутреннему радиусу ,a  а имеющие размерность напряжений — к 
параметру Ламе 0.µ

На рис. 3 представлены распределения полей напряжений и перемещений совместно с рас-
пределением параметра Ламе µ  при различных значениях коэффициента Пуассона и параме-
тров аппроксимации , , , .l k β ω

Исходные данные для зависимостей, представленных на рис. 3 брались следующими 1,a =  
3,b =  0 1,µ =  310 ,aq −=  23 10 ,bq −= ⋅  4,n =  0 0.02.ε =  Коэффициент Пуассона и значения пара-

метров аппроксимации для различных кривых выбирались согласно данным представленным 
в табл. 1.
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4. Выводы по работе

1. Разработана математическая модель, для описания НДС цилиндрического тела из по-
роупругого радиально неоднородного материала. Получены аналитические решения краевой 
задачи в виде сходящихся итерационных соотношений.

2. Проведен численный эксперименты для конкретных немонотонных функциональных 
зависимостей параметра Ламе от радиальной координаты. 

3. Осуществлен анализ результатов численного эксперимента, на основании которого сде-
ланы следующие выводы:

– имеет место зависимость компонент НДС от значений параметров аппроксимации, при 
этом изменения значений параметров аппроксимации может оказывать влияние, как на коли-
чественное значение, так и на качественный характер поведения исследуемых компонент НДС;

– наблюдается немонотонный характер поведения компонент НДС с выраженными экс-
тремумами вблизи внутреннего контура; 

– наблюдается сходимость соответствующих зависимостей компонент НДС для неодно-
родного материала в случае стремления модуля сдвига к константе (однородный материал), 
что является косвенным признаком сходимости полученных итерационных соотношений.

Литература

1. Андреев В. И. Некоторые задачи и методы механики неоднородных тел. – М. : Изд-во 
АСВ, 2002. – 288 с.

а                                                                             б
Рис. 3. Распределение перемещений при различных значениях 

коэффициентах Пуассона ν (рис. 3а) и параметра аппроксимации β  (рис. 3б)
Таблица1

Значения коэффициента Пуассона и значения параметров аппроксимации функций 
распределения неоднородности вдоль радиальной координаты

№ рисунка № кривой Значение l Значение k Значение β Значение ω Значение ν

Рис. 3а
1 2.5 2.5 6.6 –0.5 0.35
2 2.5 2.5 6.6 0.5 0.4
3 2.5 2.5 6.6 0.5 0.45

Рис. 3б
1 2.5 2.5 7.8 –1 0.3
2 2.5 2.5 6 0 0.3
3 2.5 2.5 5.4 1 0.3



1276

2. Басарыгин Ю. М., Булатов А. И., Проселков Ю. М. Осложнения и аварии при бурении 
нефтяных и газовых скважин. – М. : Недра-Бизнесцентр, 2000. – 679 с.

3. Вечная мерзлота и освоение нефтегазоносных районов. Под ред. Мельникова. – М. : 
ГЕОС, 2002. – 402 с.

4. Вялов С. С., Зарецкий Ю. К. Прочность и ползучесть мерзлых грунтов и расчеты ледо-
грунтовых ограждений. – М. : Изд-во АН СССР, 1962. – 254 с. 

5. Зарецкий Ю. К., Чумичев Б. Д., Щеболев А. Г. Вязкопластичность льда и мерзлых грун-
тов. – Новосибирск : Наука, 1986. – 184 с.

6. Ломакин В. А. Теория упругости неоднородных тел. – М. : Изд-во Моск. ун-та, 1976. – 
367 с.

7. Рахманкулов М. М. Металлургия стратегических металлов и сплавов. – М. : Теплотехник, 
2008. – 504 с. 

8. Садовская О. В., Садовский В. М. Математическое моделирование в задачах механики 
сыпучих сред. – М. : ФИЗМАТЛИТ, 2008. – 368 с.

9. Улыбин С. А. Теплоносители энергетических реакторов. – М.-Л. : Энергия, 1966. – 272 с.
10. Шарафутдинов Г. З. Осесимметричная деформация толстостенной трубы из высокоэ-

ластичного материала // Изв. РАН. Механика твердого тела. – 2009. – № 2. – С. 108–120.
11. Mamrilla J., MamrillovaА., Sarkisian V. Niektore problem matematicky teorie pruzno stianiz 

otropnehoаnehomogenne hotelesa. – Bratislava, 1988. – 328 р.
12. Naghdi P. M. A critical review of the state of plastisity // ZAMM. – 1990. – Vol. 41, № 3. – 

P. 315–394.
13. Osinov V. A., Gudehus G. Plane shear waves and loss of stability in a saturated granular body // 

Mech. Cohesive-Frict. Materials. – 1996. – V. 1. – P. 25–44.
14. Sevostianov I., Kachanov M. On the yield condition for anisotropic porous materials // Mater. 

Sci. Eng. – 2001. – V. A313. – P. 1–15.
15. Гоцев Д. В., Спорыхин А. Н. Метод возмущений в задачах устойчивости подкрепленных 

горных выработок. Воронеж : Воронежский государственный университет, 2010. – 299 с.
16. Гоцев Д. В., Бунтов А. Е., Перунов Н. С. Математическая модель процесса деформиро-

вания крепи вертикальной горной выработки с учетом начальной пористости материала и 
упруго-вязко-пластических свойств сжатого скелета // Н. Новгород «Проблемы прочности и 
пластичности». – 2016. – Т. 78, № 3. – С. 241–251.

17. Гоцев Д. В., Бунтов А. Е. Устойчивость монолитной крепи вертикальной горной выра-
ботки с учетом начальной пористости материала и неупругой работы сжатого скелета // Вест-
ник СамГУ. Серия: Физико-математические науки. – 2016. – Т 20, № 3. – С. 1–18.



1277

УДК 531.534
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Н. Ю. Зайко1, О. Н. Любимова2, А. В. Морковин1

Аннотация. Разработан новый подход и методика моделирования совместного дефор-
мирования коаксиальных цилиндрических элементов, находящихся в различных услови-
ях сопряжения по боковым поверхностям. Учтена неоднородность термомеханических 
характеристик материалов и ограниченность перемещений вдоль образующей цилин-
дров для различных сценариев взаимодействия на границе раздела. Параллельно, в рам-
ках классической постановки контактной задачи проведено численное моделирование в 
конечно-элементном пакете ANSYS для сопряженных цилиндров с разными модулями 
упругости и коэффициентами линейного температурного расширения.
Ключевые слова: термонапряженное состояние, контактная задача, стеклометаллоком-
позит.

Введение

В производстве слоистых композитов, формируемых методами температурного воздей-
ствия, ключевым фактором, определяющим механические свойства конечного продукта, 
является адгезионная прочность межслойных границ [1]. Существенное усложнение задачи 
возникает при необходимости моделирования покрытий, содержащих дефекты, зоны неи-
деального контакта или области с неоднородными свойствами в месте соединения [2]. Со-
храняет актуальность разработка моделей и методов, пригодных для качественного анализа 
контактных задач в средах со сложной реологией. Для интерпретации случайных полей часто 
используются аналитические решения, полученные для тел простой геометрической формы, а 
также приближенные качественные оценки в рамках феноменологических линейных теорий. 
Следует отметить, что валидация предлагаемых математических моделей, несмотря на на-
личие экспериментальных данных, представляет значительную сложность и обычно служит 
лишь для качественного сопоставления. В связи с этим, развитие линейных моделей, описыва-
ющих контактное взаимодействие как результат поведения всей совокупности контактов под 
нагрузкой, является обоснованным и востребованным направлением в механике контактных 
взаимодействий. Цель настоящего исследования – создание методики, позволяющей провести 
качественную оценку прочности сцепления на границе разнородных слоев в коаксиальных 
цилиндрических композитах с различными реологическими свойствами, деформирующихся 
в условиях высокотемпературного воздействия [3–6].

Численная реализация в САЕ ANSYS 

Рассматривается осесимметричная задача в цилиндрической системе координат для со-
пряженной системы типа «вал-цилиндр» (например, стержень — оболочка или два цилиндра) 
при отсутствии закрепления торцов. Основной особенностью задачи является возможность 
неравномерного деформирования компонентов системы вдоль оси (образующей). В случае 
однородного температурного поля по всему объему, возникновение напряженно-деформиро-
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ванного состояния обусловлено различием механических свойств материалов и их термозави-
симостью.

В рамках данной работы исследуется сходимость решений в предложенной в работе [3] по-
становке к классической постановке контактной задачи в системе анализа МКЭ ANSYS. Задача 
решалась при разном коэффициенте терния между материалами, который варьировался от 0 
до 1 с шагом 0,01. Для моделирования касательных напряжений в модели когезионной зоны 
(CZM) при контакте верхней и нижней поверхностей используется изотропный закон трения 
Кулона. 

Моделировался стеклометаллический стержень 1 0, 004R =  м, 2 0, 005R =  м. Для материалов 
подобраны следующие теплофизические характеристики: для стали коэффициент температур-
ного линейного расширения 6 112,1 10 Cα − −= ⋅ ° , модуль сдвига 47, 46 10G = ⋅  МПа, модуль объемной 
упругости 52, 08 10K = ⋅  Мпа; для стекла 6 15, 2 10 Cα − −= ⋅ ° , 42,92 10G = ⋅  МПа, 46,33 10K = ⋅  МПа.

Рассматривались три вида контакта на границе контактирующих материалов 1R : идеаль-
ный контакт; контакт с трением вдоль образующей коэффициент трения µ  варьировался от 0 
до 1 с шагом 0,01; свободное проскальзывание вдоль образующей при температурном расши-
рении. Сетка конечных элементов задавалась неоднородной, с измельчением на границе кон-
такта, тип элементов SOLID186, гексаэдр. Рассматривается упругая задача, поэтому темпера-
турный режим выбран ниже температуры стеклования: равномерное охлаждение от 500 C°  до 
20 .C°

Во время анализа результатов моделирования выявлены торцевые эффекты, которые ох-
ватывают область около 2,5 мм в глубь образца, что негативно сказывается на представлении 
результатов, так как максимальные напряжения в этой зоне в два раза выше, чем в основ-
ном теле образца. Торцевые эффекты наблюдаются при условиях контакта без разделения и 
контакта с трением, в то время как для условия без трения торцевой эффект не обнаружен 
(рис. 1а). Для того что бы вывести результаты без торцевых эффектов построена вспомога-
тельная геометрия в виде линии у границы симметрии, т. е. отображаются только напряжения 
для центральной части длины образца, результаты приведены на рис 1б. 

Заметно что в результатах моделирования контакта без разделения максимальные напряже-
ния по Мизесу определяются в стали у границы со стеклом и полностью совпадает со значением 
полученным в модели, что продемонстрированно на графиках рисунка (рис. 1б, в (слева). При 
моделировании контакта без трения напряженно деформированное состояние модели имеет 
качественно такое же распределение как в случае с контактом без разделения, максимальные 
напряжения также совпадают со значениями полученными в модели [3] (рис. 1б, в (справа).

(a)



1279

Заключение

Для подтверждения адекватности предложенной аналитической модели было проведено 
конечно-элементное моделирование контактной задачи в программном комплексе ANSYS для 
различных значений коэффициента трения. Установлено согласование результатов числен-
ных расчётов с данными, полученными аналитическим путём.

Практическая ценность разработанного метода заключается в его применимости для оцен-
ки технологических и остаточных напряжений не только в стеклометаллических композитах, 
но и в широком классе слоистых цилиндрических конструкций, эксплуатирующихся в услови-
ях знакопеременного термомеханического нагружения при высоких температурах.
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и свободное проскальзывание (справа), тип 1 (стеклометаллокомпозитный стержень). 
(а), (б) — Реализация в ANSYS; (в) — модель [3]
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УДК 539.4

ОБ ОЦЕНКЕ СТАТИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ПРЕДЕЛЬНОЙ
НАГРУЗКИ БИКОПОЗИТА СО СТОХАСТИЧЕСКИМИ ДЕФЕКТАМИ

Воронежский государственный университет

О. И. Иванищева

Аннотация. Стохастическая модель хрупкого разрушения для однородного тела с де-
фектами структуры предлагалась в [2]. В работе [3] рассматривалась модель стохасти-
ческой анизотропии, созданной вариантом ориентации дефектов структуры. В данной 
работе рассматривается оценка статистических характеристик предельной нагрузки для 
двухкомпонентного неоднородного тела с трещинами. Последние случайным образом 
ориентированы в объеме и имеют разброс длин. Получены оценки наиболее вероятной 
предельной нагрузки, ее математического ожидания и дисперсии. Использован вариант 
макрохарактеристики зернистого композита, полученный по теории смесей. Модель с за-
данным количеством дефектов использует критерий разрушения для одной трещины [1] 
и теорию наиболее слабого элемента.
Ключевые слова: предельная нагрузка, статистические характеристики, критерий разру-
шения, зернистый бикомпозит, стохастическая модель, макрохарактеристика.

Введение

Будем рассматривать микронеоднородную сплошную среду зернистой структуры, пред-
ставленную двумя компонентами с коэффициентами сопротивления зарождению или разви-
тию трещин 1,A  2A  и соответствующими концентрациями c  и 1 .c−  В этом материале рассея-
ны трещины таким образом, что материал можно рассматривать как ансамбль связанных 
сплошным образом элементарных объемов, каждый из которых содержит только одну трещи-
ну. При этом все двухкомпонентные элементарные объемы имеют такие концентрации компо-
нентов, как материал в целом. Рассматриваемая стохастическая модель предполагает, случай-
ный разброс длин трещин и углов ориентации относительно базовой системы координат [2], 
а также учитывает свойства компонентов бикомпозита и их концентрации.  

Рассмотрим вариант модели разрушения для конкретного вида нагружения и законов рас-
пределения случайных параметров, оценив зависимость статистических характеристик пре-
дельной нагрузки от параметров рассматриваемой модели и считая, что трещины не взаимо-
действуют между собой.

1. Постановка задачи

Пусть тело в виде пластины из такого материала находится под действием двухосного 
растяжения в двух взаимно-перпендикулярных направлениях однородными усилиями xσ  и 

.y xσ σ ξ= ⋅
Характеристику сопротивления бикомпозита зарождению или развитию трещин примем в 

макроскопической форме как функцию характеристик компонентов и их концентрации
	 1 2( , , ).A A A A c= 	 (1)
Будем считать, что прямолинейные дефекты в материале пластины равномерно рассеяны и 

их геометрические параметры характеризуются случайной длиной 2s  и случайным углом 
ориентации α  по отношению к направлению усилий .yσ

Законы распределения случайных параметров примем в виде
	 ( )1

1( ) , 0; / 2 ,ω α π α π−= ∈  ( )1
2 0 0( ) ( ) , ; .s d d s d dω −= − ∈ 	 (2)
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Рассмотрим вариант открытых трещин и примем предельную нагрузку xσ  для элемента с 
одной трещиной в виде [1]

	
( )

1 2( , , ) 1( , , ) ,
,

x
A A A cs

s
σ α ξ

ϕ α ξ
= ⋅       ( ) ( )2, 1 cos 1 .ϕ α ξ α ξ= − ⋅ − 	 (3)

Поскольку величины α  и s  являются случайными, то предельное значение σ  нагрузки xσ  
для элемента пластины с одним дефектом также случайная величина, изменяющаяся от minσ  
до max .σ  Для двухосного растяжения выполняются условия

	 0 1,ξ< ≤    1 2 1 2

0

( , , ) ( , , ); .A A A c A A A c
d d

σ
ξ

 
∈  
  

	 (4) 

Будем считать, что случайные величины α и s  независимы, тогда
	 ( ) ( ) ( )1 2, .s sω α ω α ω= ⋅

Требуется найти оценку математических ожиданий xσ  и .y xσ ξ σ= ⋅  Функция рас-
пределения предельной нагрузки для элемента объема с одной трещиной в этих предположе-
ниях примет вид

	 ( ) ( )1 2( , ) .
G Gs

F s ds d
α

σ σ ξ ω α ω α= ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫ 	 (5)

Здесь Gα  и sG  — области интегрирования по переменным α  и ,s  которые определяются ус-
ловиями (3), (4).

Интегрирование (5) по области

	
( )

2
1 2

2

( , , ):
,s

A A A cG s d
σ ϕ α ξ

≤ ≤
⋅

дает 

	
( )

2
1 2

2 2

( , , )1( , ) 1 ,
,G

A A A cF F d
α

σ σ ξ α
π σ ϕ α ξ

  
= −    ⋅  
∫ 	 (6)

где 
	

0
2 2( ) ( ) .

s

d
F s v dvω= ⋅∫

функция распределения длин трещин, а область интегрирования по переменной α  определя-
ется неравенствами

	
( )

2
1 2

0 2

( , , ): .
,

A A A cG d dα σ ϕ α ξ
≤ ≤

⋅
	 (7)

Если положить 0 0,d =  то (7) приобретает явный вид

	
( )
2 2

2 2
arccos ; .

21
d A

d
σ πα

σ ξ

 ⋅ − ∈
⋅ ⋅ −  

	 (8)

Из (6) с учетом (8) следует

	

( )
( )2 2

1 2
2 2

22
1 2

2
( , , )arccos

1

( , , )1( , ) 1 .
,

d A A A c
d

A A A cF d
d

π

σ

σ

σ ξ

σ ξ α
π σ ϕ α ξ

⋅ −

⋅ ⋅ −

 
= − ⋅  ⋅ ⋅ 

∫

Использование схемы наименее прочного элемента дает следующее выражение для функ-
ции распределения предельной нагрузки в случае наличия системы n  трещин
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( )

( )
2

2 2

2

2
1arccos

1

1 1( , ) 1 1 1 .
,

n

n

u
u

F u d
u

π

ξ

ξ α
π ϕ α ξ

−

⋅ −

 
   = − − − ⋅   ⋅   
 

∫ 	 (9)

Здесь

	 1 2
1 2

( , , ) .
( , , )

du A A c
A A A c
σ

= 	 (10)

При фиксированных 1 2, , ,A A cξ  и

	 1 2( , , )u A A A c
d

σ ⋅
=

(9) определяет вероятность разрушения пластины при напряжениях xσ σ=  и .yσ σ ξ= ⋅

2. Алгоритм построения оценки σ

Располагая (9) и (10), можно построить плотность распределения предельной нагрузки для 
рассматриваемой модели разрушения. Для этого продифференцируем (9) по переменной ,u  
учитывая, что эта переменная входит в предел интегрирования, и считаем выполненными ус-
ловия дифференцирования по u  под знаком интеграла как по параметру. 

Закон распределения предельной нагрузки в таком случае принимает вид

( )
( )

( )
( )

( )
2 2

2 2 2 2

1

22 2

2 2 2
u 1 u 1arccos arccos

u 1 u 1

, 1 2( , ) .
, ,

n

n n

unu d d
u u

π π

ξ ξ

ϕ α ξ
ω ξ π α α

π ϕ α ξ ϕ α ξ

−

−

− −

− −

 
  − = − ⋅      
 

∫ ∫ 	 (11)

Проведя интегрирование в (11), получим

	
( )

( ) ( )
1

2

2 2 2 2

, 2 ,1 1 1 1 1( , , ) arccos ,
2 21 2

n

n

u uuu n n
u u u

φ ξ φ ξ
ω ξ

π π ξξ ξ ξ

−
   − = + + − −   −   

	  (12)

	 ( )
( )

2 2

2

2

1 u
1 1, , 1 .

u

arctg
u

u u

ξ
ξ

φ ξ
ξ

−
⋅ −

= < ≤

Так как 1 2( , , ),u u A A c=  то плотность распределения (12) зависит от параметра нагрузки ,ξ  
характеристик состава композита 1 2, ,A A c  и с учетом (10), величины растягивающих напря-
жений ,σ  то 1 2( , , , , , ).n n n A A cω ω σ ξ=

Располагая (12), математическое ожидание предельного напряжения σ  можно предста-
вить в виде

	 ( )
( )

( )1 2

1 2

, ,

1 2 1 2
, ,

, , , , ( , , , , , ) .

A A A c
d

n
A A A c

d

A A c n n A A c d
ξ

σ ξ σ ω σ ξ σ= ∫ 	 (13)

Дисперсия предельной величины σ  определится очевидным образом
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	 ( ) ( )( )
( )

( )1 2

1 2

, ,

2
1 2 1 1 2 1 1 2 1

, ,

, , , , , , , , ( , , , , , ) .

A A A c
d

n
A A A c

d

D A A c n A A c n n A A c d
ξ

σ ξ σ σ ξ ω σ ξ σ= −∫ 	 (14)

Для приближенной оценки xσ  можно воспользоваться методом статистического моде-
лирования по аналогии с [3]. Для этого рассмотрим случайную величину β , которая распреде-
лена на 

	 ;A A
d d

β
ξ

 
∈ 
 

с функцией распределения 

	 ( ) ( )
.

1
d AF

A dβ
ξβ β

ξ
⋅  = − ⋅ −  

	 (15)

Очевидно, что соответствующая плотность распределения имеет вид

	 ( ) ( )1
d

Aβ
ξω β

ξ
=

−
	 (16)

и удовлетворяет условию нормировки. Если правую часть (13) умножить и разделить на 

	 1 1 ,A A A
d d d ξξ

 
− = − 

 
то (13) можно рассматривать как математическое ожидание произведения 

	 ( )1 2
1 1 , , , , , .n

Az n A A c
d

βω β ξ
ξ
 

= − 
 

То есть

	 ( ) ( )
( )

( )1 2

1 2

, ,

1 2
, ,

1, , , , 1 ( ) .

A A A c
d

A A A c
d

AA A c n z d
d

ξ

βσ ξ β ω β β
ξ
 

= − 
 

∫ 	 (17)

Если , {1,..., }i i Nβ ∈  — независимые реализации случайной величины β  и

	 ( )1 2
1 1 , , , , , ,i i n i

Az n A A c
d

β ω β ξ
ξ
 

= − 
 

то оценкой интеграла (13) служит величина [4]

	 ( )
1

1 1 1/ .
N

N i
i

A N z
d ξ =

 
Θ = − 

 
∑ 	 (18)

Так как интеграл (17) сходится абсолютно, то NΘ  сходится по вероятности к ( )1 2, , ,A A cσ ξ  
при .N →∞

С учетом (18) оценки для xσ  и yσ принимают вид 

	 ( ) ( )1 2 1 2
1

1 1, , , , 1 , , , , ,
N

x i n i
i

AA A c n n A A c
Nd

σ ξ β ω β ξ
ξ =

 
≈ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ 

 
∑ 	 (19)

	 ( ) ( )1 2 1 2
1

1 1, , , , 1 , , , , , .
N

y i n i
i

AA A c n n A A c
Nd

σ ξ ξ β ω β ξ
ξ =

 
≈ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ 

 
∑

Оценки (19) являются несмещенными и состоятельными и для их реализации нужно полу-
чить N  возможных значений случайной величины β  с плотностью распределения (16). Если 
воспользоваться методом обратных функций, то из (15) следует
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( )

,
1 i i

d A
A d
ξ β γ

ξ
 − = −  

	 (20)

где γ  — базовый датчик или стандартная случайная величина, распределенная равномерно на 
(0,1).  Из (20) получаем явный вид генерирующей формулы для β

	 11 .i i
A
d

ξβ γ
ξ

 −
= + 

 
	 (21)

С учетом (12) и (21) оценка (19) сводится к суммированию значений произведения 
1 2( , , , , , )i n i n A A cβ ω β ξ⋅  при каждом значении .γ

Если макроскопическую характеристику сопротивления бикомпозита зарождению или 
развитию трещин выбрать по теории смесей

	 ( )1 2 1 2, , (1 ),A A A c A c A c= + − 	 (22)
то (19) с учетом (21) определяет математическое ожидание предельной нагрузки для пластины 
из двухкомпонентного упругого материала с рассеянной системой трещин в условиях одно-
родного двухосного нагружения. 

Заключение

Полученная оценка сформулирована в предположении равномерного распределения слу-
чайных параметров модели. Она описывает зависимость статистического среднего предель-
ной нагрузки от прочностных свойств компонентов композита 1 2, ,A A  и их концентрации ,c  
(1 ),c−  а также от параметра нагрузки ,ξ  от количества дефектов n  в материале и статистиче-
ской характеристики случайного геометрического  параметра дефектности .d

Алгоритм расчета рассмотренной оценки представлен с помощью (19), (21) и (22). Постро-
ение оценки дисперсии предельной нагрузки производится аналогично при использовании 
(14), (21), (22).
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УДК 539.3

РЕАЛИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЛАМЕ ДЛЯ ТОЛСТОСТЕННОГО ШАРА 
МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

ПЛАТФОРМЫ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ВЫЧИСЛЕНИЙ ENGEE

Воронежский государственный университет

А. В. Ковалев, Д. А. Чернышов, Д.А. Никулин

Аннотация. В работе проведено численное и аналитическое исследование задачи Ламе 
для толстостенной сферической оболочки, находящейся под действием внутреннего и 
внешнего давления. Численный подход реализован методом конечных элементов с ис-
пользованием вычислительной платформы Engee. Полученные распределения радиаль-
ных и касательных напряжений сопоставлены с аналитическим решением, что позволило 
оценить точность примененного метода. Работа направлена на формирование практиче-
ских навыков моделирования задач линейной упругости в рамках курса механики дефор-
мируемого твердого тела.
Ключевые слова: метод конечных элементов, задача Ламе, сферическая оболочка, упру-
гая среда, платформа Engee.

Введение

Исследование напряжённо-деформированного состояния элементов конструкций являет-
ся одной из центральных задач механики деформируемого твёрдого тела. Особую важность 
представляет анализ объектов, работающих под действием внутреннего и внешнего давления. 
К таким объектам относятся сферические оболочки, применяемые в гидравлических систе-
мах, энергетическом оборудовании и элементах высоконагруженных инженерных конструк-
ций. Надёжность подобных систем напрямую зависит от точности определения напряжений 
и перемещений.

Аналитическое решение классической задачи Ламе позволяет получить распределение ра-
диальных и окружных напряжений в толстостенной сферической оболочке при всестороннем 
нагружении. Однако в инженерной практике расчёт нередко осложняется геометрическими 
особенностями, необходимостью учёта неоднородностей или использованием сложных мо-
делей материалов. В таких условиях становится актуальным применение численных методов, 
прежде всего, метода конечных элементов (МКЭ), который предоставляет универсальный ин-
струмент решения задач упругости в широком классе постановок. 

Современные вычислительные платформы, такие как Engee [1], позволяют совмещать сим-
вольные и численные методы, облегчая построение моделей и визуализацию результатов. Это 
делает МКЭ удобным средством как для исследовательских, так и для учебных задач.

Цель данной работы — реализовать конечно-элементную модель толстостенной сфериче-
ской оболочки, решить задачу Ламе МКЭ на платформе Engee и сравнить результат с аналити-
ческим решением.

Постановка задачи

Рассматривается полая сферическая оболочка с внутренним радиусом a  и внешним ради-
усом ,b  изготовленная из однородного изотропного линейно-упругого материала. Оболочка 
испытывает равномерно распределенное внутреннее давление aq  на поверхности r a=  и 
внешнее давление bq  на поверхности .r b=  Отсутствуют массовые и центробежные силы. При 
сферической геометрии и равномерных давлениях решение задачи обладает сферической 
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симметрией, т. е. все поля зависят только от радиальной координаты .r  Предполагается, что 
деформации малы, а материал ведёт себя изотропно и линейно-упруго.

Аналитическое решение задачи Ламе

Под сферической симметрией ненулевыми остаются только радиальные и касательные нор-
мальные напряжения ( )r rσ  и ( ) ( ).r rθ ϕσ σ=  Аналитический вывод соответствующих формул 
традиционно основан на решениях для обладающих сферической симметрией упругих тел, 
подробно рассматривался в [2]. В результате получаются классические выражения для напря-
жений в оболочке. При внутреннем давлении aq  и внешнем bq  формулы можно записать так:

	

3 3 3 3

3 3 3 3 2

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

( ) 1( ) ,
(3 2 )( ) 4 ( )

( ) ( ) ,
( ) ( )
(2 ) (2 ) .

2( ) 2( )

b a a b

r a b

a b

q b q a q q a bu r r
a b b a r

a r b b a rq q
r b a r b a
a r b b r aq q

b a r b a rθ

λ µ µ

σ

σ

− −
= +

+ − −

− −
= +

− −

+ +
= −

− −

	

Эти выражения полностью определяют распределение перемещений и нормальных напря-
жений по толщине сферической оболочки.

Решение методом конечных элементов 

Для корректного применения МКЭ необходимо учитывать, что выбор аппроксимирующих 
функций напрямую связан с выбранной вариационной постановкой. При кинематическом и 
статическом подходах используются различные классы функций, от которых зависит точность 
получаемого решения и корректность выполнения условий совместности и равновесия [3, 4]. 
Подробные примеры применения обоих подходов приводятся в соответствующих учебных 
материалах, где даются рекомендации по построению приближённых моделей и анализу их 
устойчивости. 

В данной работе для численного описания напряжённо-деформированного состояния 
толстостенного шара применяется одномерная конечно-элементная схема, адаптированная к 
сферически-симметричной постановке. Переход к локальной координате осуществляется по 
стандартному линейному отображению:

	 12 ( ) .i ir r ru
r

+− +
=

∆
Обратное преобразование для определения радиальной координаты в зависимости от ло-

кальной координаты:

	 1( ) ,
2

i iu r r rr u +∆ + +
=

где r∆  — расстояние между узлами конечного элемента по радиальной координате:
	 1 .i ir r r+∆ = −
Аппроксимирующие полиномы могут быть классифицированы в соответствии с областью 

решения задачи [5, 6]. В рамках данной работы используется линейный вид:

	 1

2

.{ } [ ]e e
e

u
δ
δ 
 
 

= N

где 1 2[ ] [ ( ) ( )]e N u N u=N  — матрица функций формы; 1N  и 2N  — функции формы, определя-
емые соотношениями:
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	 1 2
1 1( ) , ( ) .

2 2
u uN u N u− +

= =

В случае сферической симметрии деформации записываются через радиальное перемещение:

[ ] { } [ ] { } [ ] [ ] { }
1

1

,1 1 2{ } { }
( )

1 1 2
( )

e e e

e

r
e e e ee e ee e

i i

i i

u u
r r r r u

u u
r r r u r r r
u
r r r u r r r

ϕ

θ

ε
ε
ε +

+

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                 = = = = = =         ∆ + +                            ∆ + + 

N N D Nε δ δ δ

где матрица деформаций [ ]eD  имеет следующий вид: 

	
1

1

2[ ]
( )
2
( )

e

i i

i i

u
r u

D
u r r r

u r r r

+

+

 ∂ ∂
 

∂ ∂ 
 

=  ∆ + + 
 
 
∆ + + 

Для изотропного материала напряжения связаны с деформациями законом Гука:
	 ,{ } [ ]{ }e eCσ = ε

где C  — матрица упругих констант:

	
2

[ ] 2 .
2

C
λ µ λ λ
λ λ µ λ
λ λ λ µ

+ 
 = + 
 + 

Подставляя выражение деформации, получаем:

	 .{ } [ ][ ] [ ] { }e e e eC Dσ δ= N
Запишем уравнение полной потенциальной энергии:
	 ,W AΠ = −

где W  — потенциальная энергия деформации, A  — работа поверхностных сил. 
Потенциальная энергия деформации принимается в стандартном виде:

	
{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { } [ ] { } [ ]{ }

1 1 1{ } { } { } { } { } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { }
2 2 2

1 1 1{ } { } ,
2 2 2

T T T T

e e

T TT T

e

Ò e e e e e e e e e e e

V V V
e e

e e e e e ee e ee
eV

T

e

W dV dV dV

dV

= = =

=

=

= =

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∫

N D C D N

N D C D N K K

σ ε σ ε δ δ

δ δ δ δ δ δ

где V  — полный объём тела, eV  — объём элемента ,e  [ ]K  — матрица жесткости системы; 
[ ]eK  — матрица жёсткости элемента, принимающая в сферических координатах следующую 
форму:

	 [ ]
12 2

2

0
2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] cos .
i

T T

i

r
e e e e e e

r

r drd d

π
π

π

ϕ θ ϕ
+

−

= ∫ ∫ ∫K N D C D N

Работа поверхностных сил записывается определяется соотношением:
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{ } [ ] { } { }

{ } { } { } [ ] { }

{ } { } { },

T T T

e e

TT T

e

e e e e e e

e

ee ee e e

e

Ã

Ã
e

Ã

T

A u p d p d

p d P P

= Γ = =

= =Γ =

Γ∑∫ ∫

∑ ∑∫

N

N

δ

δ δ δ

где Γ  — поверхность тела с заданными нагрузками, eΓ  — часть поверхности, относящаяся к 
элементу ,e  { }P  — вектор узловых сил системы { }eP  — вектор узловых сил элемента:

	 { } [ ]
2 2

2

0
2

{ } cos .
Tee eP p r d d

π
π

π

ϕ θ ϕ
−

= ∫ ∫ N

На внутренней r a=  и внешнее r b=  поверхностях шара заданы давления ,aq  bq  соответ-
ственно, тогда вектор узловых сил имеет вид:

	

2

2

4
0

{ } .
0

4

a

b

a

P

b q

qπ

π

 
 
 
 =
 
 
 − 



Из вариационного принципа Лагранжа следует выражение:

	 [ ]{ } { } [ ]1{ } { } { } { } 0,
2

TT P Pδ δ = Π = − −
 

=K Kδ δ δ δ

откуда получаем матричное уравнение:
	 [K]{ } = {P}.δ
Его решение относительно узловых параметров с их последующей подстановкой в соот-

ветствующие выражения позволяет получить значения перемещений и напряжений в узлах 
элементов.

Пример реализации на платформе Engee

Численный алгоритм реализован в программной среде Engee. На рис. 1 представлено ос-
новное рабочее окно среды, включающее консоль выполнения и панель переменных. 

Решение проводилось со следующими параметрами: внутренний радиус  1 ,a= ì  внешний 
радиус 1.5 ,b = ì  внутреннее давление 100 ,aq = ÌÏà  внешнее давление 200 ,bq = ÌÏà  мо-
дуль Юнга 21000E = ÌÏà  и коэффициент Пуассона 0.3.ν =  Расчет выполнялся при количе-
стве точек дискретизации по толщине 100.n =  Ниже приведён фрагмент кода, используемый 
для решения задачи Ламе для толстостенного шара.
using LinearAlgebra
using Symbolics
using NumericalIntegration
using Plots
using Symbolics: solve_for
@variables u, r, r1, r2
Du = Differential(u)
ED(x)=expand_derivatives(x)
# Параметры материала и геометрии
a = 1.0
b = 1.5
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p_a=100.0
p_b=200.0
E = 21000.0
nu = 0.3
n=100

vectorR=collect(a:1.0/n*(b-a):b)
# Функции формы и преобразования координат
U(r, r1, r2) = (2.0*r - (r1 + r2)) / (r2 - r1)
R(u, r1, r2) = (u * (r2 - r1) + r1 + r2) *0.5
N1(u) = (1 - u) *0.5
N2(u) =(1 + u) *0.5
N(u) = [N1(u) N2(u)]
# Произведение матрицы производных на матрицу функций формы
DN(u, r1, r2) = [ED(Du(N1(u)))/ED(Du(R(u, r1, r2)))   ED(Du(N2(u)))/ED(Du(R(u, 
r1, r2)));
                N1(u)/R(u, r1, r2)                    N2(u)/R(u, r1, r2);
                N1(u)/R(u, r1, r2)                    N2(u)/R(u, r1, r2);]
# Матрица упругих констант
lambda = E * nu / ((1.0 + nu) * (1.0 - 2.0*nu))
mu = E / (2.0 * (1.0 + nu))
C = [lambda + 2*mu      lambda              lambda;
     lambda             lambda + 2*mu       lambda;
     lambda             lambda              lambda + 2*mu]
k(u, r1, r2)=  DN.(u, r1, r2)’ * C * DN.(u, r1, r2)
# Точки и веса квадратуры Гаусса
u_vals = [-1/sqrt(3.0), 1/sqrt(3.0)]
w_vals = [1.0, 1.0]
# Численное интегрирование матрицы жесткости элемента
Ke_num = zeros(2, 2)

Рис. 1. Интерфейс программной среды Engee
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for k in 1:2
    u_k = u_vals[k]
    w_k = w_vals[k]
    D_N = substitute.(DN(u, r1, r2),[u=>u_k]) 
    rk = R(u_k, r1, r2)
    dr_du = substitute(ED(Du(R(u, r1, r2))),[u=>u_k])  
    factor_io = 2 * π * rk^2 * dr_du * w_k 
    Ke_num += (D_N’ * C * D_N) * factor_io
end

# Нахождение "глобальной" матрицы
Ke(r1, r2)=Ke_num
Ks=Num.(zeros(n+1,n+1))

for i in 1:n
    Ke_loc=(substitute.(Ke(r1, r2),(Dict(r1=>vectorR[i], r2=>vectorR[i+1]),)))
    for j in 0:1
        for k in 0:1
            Ks[i+j,i+k]=Ks[i+j,i+k]+Ke_loc[j+1,k+1]
        end
    end
end

# Глобальный вектор нагрузки Fs
Fs =(zeros(n+1))

# Только первый и последний элементы ненулевые
Fs[1] = 2.0 * π * a^2 * p_a
Fs[end] = -2.0 * π*b^2 * p_b

# Превращаем Symbolics.Num в Float64
Ks_1 = [eval(Symbolics.toexpr(ui)) for ui in Ks]

# Вектор перемещений
U_sym = inv(Ks_1) * Fs

# Аналитическое решение
function u_analytical(r)
    term1=((p_b*b^3 - p_a*a^3) / ((3lambda + 2mu)*(a^3 - b^3))) * r
    term2=((p_a - p_b)*a^3*b^3) / (4*mu*(b^3 - a^3)) * (1/r^2)
    return term1 + term2
end

u_an = [u_analytical(r) for r in vectorR]

# Вычисление напряжений
sigma_fem = Num.(zeros(n+1,3))

for i in 1:n
    r1_val = vectorR[i]
    r2_val = vectorR[i+1]

    # Вектор перемещений элемента
    d_element = [U_sym[i];
                 U_sym[i+1]]

    sigma_loc(r)=substitute.(substitute.(C*DN(u,r1,r2)*d_element,(Dict(u=>U(r,r1,
r2)),)),(Dict(r1=>vectorR[i], r2=>vectorR[i+1]),))
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    for j in 1:3
        for k in 0:1
            sigma_fem[i+k,j]+=(substitute.(sigma_loc(r),(Dict(r=>vectorR[i
+k]),)))[j]
        end
    end
end
for i in 2:n
    for j in 1:3
        sigma_fem[i,j]*=0.5
    end
end
# Напряжения
sigma_fem_kor = [eval(Symbolics.toexpr(ui)) for ui in sigma_fem]

Сравнение аналитического решения и МКЭ

На рис. 2–4 представлены распределения радиальных перемещений и компонент тензора 
напряжений по толщине стенки сферы.

Анализ результатов показывает достаточную сходимость численного и аналитического ре-
шений. Радиальные перемещения, полученные МКЭ, точно следуют аналитической кривой по 
всему диапазону радиусов. Полученные результаты подтверждают корректность реализации 
МКЭ для сферически симметричной задачи.

Рис. 2. Сравнение численного и аналитического перемещения ru

Рис. 3. Сравнение численного и аналитического напряжения rσ
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Заключение

В работе выполнено аналитическое и численное решение задачи Ламе для толстостенного 
сферического слоя под внутренним и внешним давлением. Численные результаты, получен-
ные методом конечных элементов в среде Engee, хорошо согласуются с аналитическими фор-
мулами, что подтверждает корректность реализованной модели.

Платформа Engee удобна для подобных расчётов: она позволяет работать с символьными 
выражениями, контролировать каждый этап вычислений и быстро строить графики резуль-
татов. Среди преимуществ можно отметить прозрачность алгоритмов, гибкость настройки, 
возможность работать онлайн с любого устройства и простоту верификации. Однако есть и 
ограничения: отсутствует встроенное символьное интегрирование, а при больших объёмах 
кода платформа может вести себя нестабильно. Эти особенности требуют более детальной 
ручной работы со стороны пользователя.

В целом Engee показала себя пригодной для учебных и исследовательских расчётов по ли-
нейной упругости, а полученные результаты демонстрируют достаточную точность и надёж-
ность для задач такого класса.
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УДК 624.074

РАСЧЕТНАЯ МОДЕЛЬ ИЗГИБАЕМЫХ ТОНКОСТЕННЫХ ПРОЛЕТНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ ПО ПОЛУБЕЗМОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК

Воронежский государственный технический университет

А. В. Конов, В. А. Козлов

Аннотация. Предлагается подход к определению напряженно-деформированного со-
стояния тонкостенных пролетных конструкций под действием изгибающих нагрузок. 
На основании полубезмоментной теории оболочек В. З. Власова получены разрешающие 
уравнения для перемещений и напряжений. Приводится пример расчета оболочки по 
предложенной методике и выносятся результаты расчета в виде эпюр напряжения.
Ключевые слова: полубезмоментная теория оболочек, тонкостенные конструкции, дель-
та-функция Дирака, функция Хевисайда, депланация.

Введение

Конструкции, состоящие из тонкостенных замкнутых призматических оболочек, часто 
встречаются в мостовых сооружениях (рис. 1). Одним из эффективных подходов для опреде-
ления напряженно-деформированного состояния (НДС) в таких конструкциях является по-
лубезмоментная теория оболочек. Она позволяет сохранить высокую точность результатов, 
значительно упрощая вычисления.

Но для описания НДС оболочки требуется достаточно точное аналитическое описание 
действующих нагрузок. В настоящей работе получена и апробирована методика расчета про-
летных тонкостенных призматических конструкций под воздействием изгибающих нагрузок.

1. Основные расчетные положения

Расчеты с использованием теории полубезмоментной теории оболочек достаточно под-
робно рассмотрены в работах [1, 2]. Основные принятые в них гипотезы:

1. Оболочка безмоментная в продольном направлении и моментная в поперечном.
2. По толщине оболочки материал несжимаем.
3. Деформация оболочки происходит таким образом, что нормальный линейный элемент, 

перпендикулярный к срединной поверхности до деформации, остается линейным и нормаль-
ным к срединной поверхности после деформации (гипотеза Кирхгофа — Лява).

Рис. 1. Мостовой пролет в виде призматической оболочки
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При этом рассматриваемые оболочки считаются сравнительно длинными, и наибольшее 
влияние на НДС в них оказывают нормальные и сдвигающие силы 1,N  2 ,N  S  и поперечные 
изгибающие моменты 2 ,M  с соответствующими им срезающими силами 2.Q  Эти компоненты 
изображены на рис. 2.

2. Основные уравнения полубезмоментной теории

Представим оболочку в виде двумерного тела, таким образом любую точку на поверхности 
можно описать, используя две координаты: продольная — z  и поперечная — .s

Тогда любое перемещение точки можно будет представить как функцию двух переменных. 
Обозначим продольные перемещения как ( , ),u z s  а поперечные как ( , ).v z s  Их можно предста-
вить в виде конечных рядов (1), (2):

	
1

( , ) ( ) ( );m
i ii

u z s U z sϕ
=

=∑ 	 (1)

	
1

( , ) ( ) ( ),n
k kk

v z s V z sψ
=

=∑ 	 (2)
где ( ),iU z  ( )kV z  — искомые продольные и поперечные перемещения соответственно, завися-
щие только от продольной координаты ,z

( ),i sϕ  ( )k sψ  — задаваемые функции, соответствующие искомым функциями ( ),iU z  ( )kV z  
соответственно и зависящие только от поперечной координаты .s

Функции ( ),i sϕ  ( )k sψ  для прямоугольного контура (рис. 3) при условии, что толщины вер-
тикальных поясов и горизонтальных попарно равны, выбираются в виде:

	
2

22
1 2 3( ) ( ), ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ),

4
ds y s s x s cy s s x s y sϕ ϕ ϕ

  
= = ± − − =  

  
	 *

1 2( ) ( ),   ( ) ( ),s y s s h sψ ψ′= =

где 
2

1 2 2 ;
6 x

d d Fc
J

=  2 2 2F d δ=  — площадь одного горизонтального пояса; xJ  — момент инерции 

оболочки относительно оси ;X  *( )h s  — длина перпендикуляра, опущенного из начала коор-
динат на соответствующую контурную пластину оболочки.

Рис. 2. Компоненты внутренних усилий
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Эпюры функций ( ),i sϕ  ( )k sψ  представлены на рис. 4.

3. Вывод разрешающих уравнений

Для выбранных деформационных функций в работах [1,2] получены дифференциальные 
уравнения изгиба (3) и кручения (4).

	
1 1 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1 22 2 1 1 2

1 1 1 2 1 1

2 2 2 0,
2 2 0,

2 2 2 0,

xEJ U GFU GcFU GFV p
EJ U GcFU Gb U GcFV p

GFU GcFU GFV q
ϕ

′′ ′− − − + =
′′ ′− − − + =

′ ′ ′′+ + + =

	 (3)

	 3 1 3 2 2 3

2 3 1 2

0,
0,

U bU b V p
b U bV m
α ′′ ′− − + =

′′+ + =
	 (4)

где ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 22 2 2 1; 1 1 2, ,  , 2

2 2 3
EJ b G d F d F b G d F d F b d F c Fϕα = = + = − = +

1 1 1F d δ=  — площадь одного вертикального пояса;
,E G  — модуль упругости и модуль сдвига соответственно;

1 2,J Jϕ ϕ  — бимомент инерции при изгибе и кручении соответственно.
Свободные члены в уравнениях (3), (4) являются обобщенными внешними продольными 

и поперечными погонными силами. Так как в данной работе рассматривается задача только 

Рис. 3. Поперечное сечение оболочки

Рис. 4. Эпюры аппроксимирующих функций
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изгиба, положим равными нулю члены ,ip  .m  В таком случае решение системы (4), отвечаю-
щей крутящему воздействию, не требуется, поскольку крутящая нагрузка отсутствует. 

Оставшуюся систему уравнений (3) необходимо решать в зависимости от вида приложен-
ной изгибающей нагрузки ( ).q z  Основные виды воздействий на пролетные конструкции мо-
стовых сооружений — равномерно или неравномерно изгибающие распределенные нагрузки, 
а также сосредоточенные поперечные силы. Пример распределенной погонной нагрузки — 
собственный вес конструкции, вес дорожного покрытия; пример сосредоточенных сил — дву-
осная тележка АК или четырехосная тележка НК [3].

Расчетные схемы для случая распределенной нагрузки и точечного воздействия представ-
лены на рис. 5, 6.

Рис. 5. Расчетная схема оболочки 
при действии распределенной силы

Рис. 6. Расчетная схема оболочки 
при действии сосредоточенной силы

При действии распределенной нагрузки функция ( )q z  будет иметь вид:

	 2 1
1

( )( )( ) ,q q l zq z q
l

− −
= + 	 (5)

где 1 2,q q  — значения интенсивности нагрузки в начале и в конце оболочки соответственно.
При точечном воздействии эта функция будет иметь вид:
	 ( ) ( ),q z Q z Lδ= ⋅ − 	 (6)

где Q  — значение сосредоточенного воздействия; L  — расстояния от начала отсчета до точки 
приложения; ( )z Lδ −  — дельта-функция Дирака.

Решая систему (3), получим:

	

2
31 2

1

2 1
2 2

1 1

1
1 1 2 4

1 1

( )( ) ,
2

( ) ( ) ( ) ,

( )( ) ( ) ( ) ,
2 2

x x x x

cc z c z q z dzdzdzU z
EJ EJ EJ EJ

cc cU z k U z q z dz
EJ EJ

c zq z dzdzV z U z dz c U z dz c
GF GF

ϕ ϕ

∫ ∫ ∫
= + + −

′′ − = − ∫

∫ ∫
= − + − ∫ − ∫ +

èçã 	 (7)

где 
2
2 2

1

2
3
d Fk

J ϕγ
=èçã  — упругая характеристика при изгибе; 1 4...c c  — константы интегрирования.

4. Результаты

Систему уравнений (7) можно решить аналитически для случая распределенной нагрузки:
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3 4 2
32 2 1 1 2

1

2
1 2 2 1 2 1

2 4 5 2 2 2 4
1 1 1 1

2 3 3
2 2 1 1 1

1
1 1

( )( ) ,
6 24 2

( ) ( )( ) ,
2

( )1( )
2 2 6 2 6

x x x x x

k z k z

x

cq z q q z c z c zU z
EJ lEJ EJ EJ EJ

c c q czñ q q z c q qU z c e c e
EJ k EJ k k lEJ k lEJ

q z q q z c z c zV z
GF l GF EJ

ϕ ϕ ϕ ϕ

−

−
= − + + +

⋅ − ⋅ −
= + − − + +

 −
= − + − − 

 

èçã èçã

èçã èçã èçã èçã

2
32

4 5 2
52 2 1 4 1

2
1

2 2 2 3 2
2 2 1 2 1

62 2 4
1 1 1

2

( )1
24 120

( ) ( ) .
2 6

x x

k zk z

x

c zc z
EJ EJ

cc eq z q q z cc e c c z
EJ l k k k EJ

c q z c q q z c q q z c
k EJ k lEJ k lEJ

ϕ

ϕ ϕ ϕ

−

− −

 −
− − − + + + 

 
⋅ − ⋅ −

+ − − +

èçãèçã

èçã èçã èçã

èçã èçã èçã

	 (8)

Или численно-аналитически для случая сосредоточенной нагрузки. При задании функции 
( )q z  в виде (6) решение системы (7) получено методом конечных разностей с последующей 

аппроксимацией полученных значений с помощью регрессионного анализа. В этом случае 
компоненты 1,U  2 ,U  1V  принимают вид: 

	
3

3

2 2
31 2

1

2 1
2 1 ( )

3 2
1 1 2

1
1 1

3
3 2 1

1
3

( )( ) ( ),
2 2

( ) ,
1

( ) ( )(

)

( ) (

) ( )( )
2

)

2 6 2
( ( )( ) ( ) ln

6

x x x x

p z L

x x

p

x x

cc z L c z L Q z LU z z L
EJ EJ EJ EJ

p pU z p
e

c z c z L c z LQ z L z LV z
GF GF EJ EJ

c z L c p pQ z L z L cp z e
EJ EJ p

θ

θ

θ

− ⋅ −

− − −
= + + − ⋅ ⋅ −

−
= +

+
⋅ − ⋅ −⋅ − ⋅ −

= − + − − −

⋅ − ⋅ −−
− + ⋅ ⋅ − − − ⋅ ( )3

6 ,z p Le c+ +

	 (9)

где 1 2 3, ,p p p  — параметры, подбираемые методом регрессионного анализа.
Определив перемещения, нормальные ( )σ  и касательные ( )τ  напряжения вычисляются по 

формулам:
	 ( )1 1 2 2 3 3( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,( )z s E U z s U z s sU zσ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′= + + 	 (10)

	 ( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .z s G U z U z U z V z s V z sτ ϕ ϕ ϕ ψ ψ′ ′ ′ ′ ′= + + + + 	 (11)

5. Пример расчета

В качестве примера произведем расчеты для каждого типа нагрузок отдельно. Исходные 
данные приведены в табл. 1 и 2. 

Таблица 1
Исходные данные для расчета при действии сосредоточенной нагрузки

Высота Ширина Толщина 
стенок

Толщина 
полок

Сосредо-
точенная 
нагрузка

Длина 
пролета

Положе-
ние соср. 

нагр.

Модуль 
упруго-

сти

Коэфф. 
Пуассона

1d 1d 1δ 2δ Q l L E µ
м м см см кН м м ГПа –
1 2 1 1 100 20 10 210 0,3
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Таблица 2
Исходные данные для расчета при действии распределенной нагрузки

Высота Ширина Толщина 
стенок

Толщина 
полок

Итенсив-
ность в т. 

0z =

Итенсив-
ность в т. 

z l=

Длина 
пролета

Модуль 
упруго-

сти

Коэфф. 
Пуассона

1d 1d 1δ 2δ 1q 2q l E µ
м м см см кН/м кН/м м ГПа –
1 2 1 1 10 20 20 210 0,3

Эпюры напряжений по длине представлены на рис. 7, 8. Значений напряжений фиксирова-
лись при значениях контурной координаты 1 2s d d= +  (нижняя правая точка сечения) и 

1 21.5s d d= +  (нижняя средняя точка сечения).

Рис. 7. Эпюры напряжений при действии 
сосредоточенной нагрузки

Рис. 8. Эпюры напряжений при действии 
распределенной нагрузки

Заключение

На основе полубезмоментной теории оболочек предложен подход к построению расчетной 
модели для определения напряженно-деформированного состояния тонкостенных пролет-
ных конструкций под действием изгибающих нагрузок. Получены разрешающие уравнения 
для распределенных и сосредоточенных нагрузок. Предложенная методика, реализованная в 
среде MathCad, является достаточно универсальной и рекомендуется к применению в инже-
нерной практике для решения прикладных задачах.
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УДК 539.3

РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В СРЕДЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
ВЫЧИСЛЕНИЙ И ДИНАМИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ «ENGEE» НА ПРИМЕРЕ 

ЗАДАЧИ ЛАМЕ ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА

Воронежский государственный университет

Ю. В. Малыгина, Р. М. Землянухин, А. В. Ковалев

Аннотация. В данной работе представлены соотношения для напряжений и перемеще-
ний, полученные в ходу решения задачи Ламе для толстостенного цилиндра, находяще-
гося под действием внутреннего давления. Проведено компьютерное моделирование 
решения данной задачи методом конечных элементов (МКЭ) в среде математических 
вычислений и динамического моделирования «Engee». Выполнен сравнительный анализ 
полученных решений с классическим аналитическим решением.
Ключевые слова: метод конечных элементов, задача Ламе, цилиндрическая симметрия, 
напряжения, деформации, перемещения, численное моделирование, среда «Engee».

Введение

В современной инженерной практике актуальной задачей является выбор эффективного ме-
тода расчёта напряжённо-деформированного состояния конструктивных элементов. Цель дан-
ной работы заключается в сравнении решений, полученных аналитическим методом и методом 
конечных элементов, реализованным в отечественной среде математических вычислений и ди-
намического моделирования «Engee» [1], для задачи Ламе о толстостенном цилиндре [2, 3].

1. Постановка задачи

1.1. Объект исследования

Рассмотрим толстостенное цилиндрическое тело, находящееся под действием сжимающих 
нагрузок интенсивностями aq  и ,bq  равномерно распределённых по внутренней и внешней 
поверхностям. Материал цилиндра считается изотропным, упругим и однородным. Имеет ме-
сто осевая симметрия в цилиндрической системе координат ( , , ).r zθ

1.2. Аналитическое решение задачи Ламе

Согласно постановке задачи напряженно-деформированное состояние цилиндрического 
тела будет описываться только главными ненулевыми компонентами тензоров напряжений и 
деформаций, а также радиальной составляющей вектора перемещений, которые будут являть-
ся функциями радиальной координаты [4]

	

( ), ( ), ( ),
( ), ( ), 0,

( ),

r r z z

r r z

r r r
r r

u u r

φ φ

θ θ

σ σ σ σ σ σ

ε ε ε ε ε

= = =

= = =
=

где ,  ,  r zθσ σ σ  — компоненты тензора напряжений, ,  ,  r r rε ε ε  — компоненты тензора дефор-
маций, u  — радиальная составляющая вектора перемещений.

Полная система уравнений имеет вид:
– уравнение равновесия
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	 0,rrd
dr r

θσ σσ −
+ =

– соотношения Коши

	 , ,r
du u
dr rθε ε= =

– закон Гука

	
( 2 ) ,

( 2 ) ,
( ),

r r

r

z r

θ

θ θ

θ

σ λ µ ε λε
σ λε λ µ ε

σ λ ε ε

= + +
= + +

= +

где , ,
(1 )(1 2 ) 2(1 )

E Eνλ µ
ν ν ν

= =
+ − +

– или в перемещениях

	

( 2 ) ,

( 2 ) ,

,

r

z

du u
dr r

du u
dr r

du u
dr r

θ

σ λ µ λ

σ λ λ µ

σ λ

= + +

= + +

 = + 
 

– граничные условия в напряжениях
	 | , | , ( 0, 0).r r b b r r a a a bq q q qσ σ= == − = − > >
Аналитическое решение этой задачи имеет вид [1, 2]:

	

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

( ) 1 ,
2( )( ) 2 ( )

( ) ( ) ,
( ) ( )
( ) ( ) ,
( ) ( )

.
( )( ) ( )( )

b a b a

r a b

a b

z a b

q b q a q q a bu r
a b a b r

a r b b a rq q
r b a r b a
a r b b r aq q
r b a r b a

a bq q
b a b a

θ

λ µ µ

σ

σ

λ λσ
λ µ λ µ

− −
= ⋅ + ⋅

+ − −

− −
= ⋅ + ⋅

− −

+ +
= ⋅ − ⋅

− −

= ⋅ − ⋅
+ − + −

1.3. Конечно-элементная формулировка

Для численного решения задачи использован метод конечных элементов (МКЭ). Основой 
метода является вариационный принцип минимума полной потенциальной энергии системы:

	 0,δΠ =
где Π  — полная энергия системы, выписанная через кинематически допустимые перемеще-
ния и деформации

	 ( ) ( ) .ij ij i i i i
V V S

w dV Q u dV p u dSε ε ρΠ = − −∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫
Здесь ( )ijw ε  — удельная упругая энергия, которая дается соотношением

	 ) .1 1(
2 2ij ij ij ijkl kl ijw Cε σ ε ε ε= =
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Деформации связаны с перемещениями iu  (непрерывными во всём теле и удовлетворяю-
щими граничным условиям 0

i iu u= на uS ) геометрическими соотношениями Коши

	 1 .
2

ji
ij

j i

uu
x x

ε
 ∂∂

= +  ∂ ∂ 
Величины iQρ  — массовые силы, заданные во всем объеме, а ip  — внешние силы, задан-

ные на части поверхности .pS
Для реализации МКЭ в осесимметричной постановке вводятся одномерные линейные эле-

менты. Функции формы в локальной системе координат u  ( 1 1)u− ≤ ≤  имеют вид:

	 1 2 1 2
1 1[ ] [ ( ) ( )], ( ) , ( ) ,

2 2
e u uN u N u N u N u− +
= = =N

где

	 1
1

) .2 ( ,i i
i i

r r ru r r r
r

+
+

− +
= ∆ = −

∆
Матрица деформаций-перемещений связывает вектор деформаций с вектором узловых 

перемещений в форме

	

[ ] { } [ ] { } [ ] [ ] { }
1

.

1{ } { }

0 0

1 2
( )

0 0

e e

e
r

e e

e

e e e ee e

i i

z

e

u
r r

u u
r r

u
r r u

r u r r r

ϕ

ε
ε
ε

+

∂ ∂   
   ∂ ∂     

     = = = ⋅ =                     

∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂   
   = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅   ∆ + +
   
   
      

N N D N

ε

δ δ δ

Упругие свойства материала описываются матрицей упругости, связывающей напряжения 
и деформации. Для изотропного материала в осесимметричной задаче, согласно закону Гука, 
получим:

	 { } [ ] { } [ ] [ ] [ ] { }
2

.
2

2

e e e
r r

e e

z

e e

z

e ee
ϕ ϕ

σ λ µ λ λ ε
σ λ λ µ λ ε
σ λ λ λ µ ε

+     
    = = + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅    
    +   

=

 

C C D Nσ ε δ

Подставляя эти соотношения в выражение для полной энергии, получим формулу для 
энергии деформации элемента и матрицу жёсткости эелемента:

1 1 1{ } { } { } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { }
2 2 2

T T T T

e e

T e e e e e e e e e

V V V
e e

W dV dV dV= = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∑ ∑∫ ∫ ∫ N D C D Nσ ε σ ε δ δ

{ } [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { } [ ] { }1 1{ } ,
2 2

T TT T

e

e e e e e ee e ee
eV

e
dV= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∑∫ N D C D N Kδ δ δ δ

где
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( )
1

0

1

1

2

0

2 .

T T T

e

i

i

e e e e e e
e

V
r H

e e

r

dV

drr dzd dr r H u r u du
du

π

θ π
+

−

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅   

∫

∫ ∫ ∫ ∫

K

k

N D C D N

k

После сборки глобальной матрицы жёсткости и учёта граничных условий решается систе-
ма линейных алгебраических уравнений:

	 [ ]{ } { } ,U F=K
где [ ]K  — матрица жесткости системы, { }U  — обобщенный вектор узловых параметров си-
стемы.

2. Реализация МКЭ в среде «Engee»

2.1. Код программы для алгоритма

Алгоритм решения задачи реализован в среде математических вычислений «Engee», кото-
рый включает:

– автоматическую генерацию сетки из конечных элементов;
– аналитическое вычисление матриц жесткости элемента;
– сборку матрицы жесткости системы;
– решение системы линейных алгебраических уравнений;
– сравнение результатов аналитического решения и численного моделирования.
На рис. 1 представлена стартовая страница платформы математических вычислений и ди-

намического моделирования «Engee» [3].

2.2. Реализация в «Engee»

using LinearAlgebra
using Symbolics
using NumericalIntegration

Рис. 1. Стартовая страница платформы «Engee»
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using Plots
using Symbolics: solve_for

@variables u, r, r1, r2
Du = Differential(u)
ED(x)=expand_derivatives(x)

# Параметры материала и геометрии
a = 1.0
b = 1.5
p_a = 100.0
p_b = 200.0
E = 21000.0
nu = 0.3
n = 100
vectorR=collect(a:1.0/n*(b-a):b)

# Функции формы и преобразования координат
U(r, r1, r2) = (2.0*r - (r1 + r2)) / (r2 - r1)
R(u, r1, r2) = (u * (r2 - r1) + r1 + r2) *0.5
N1(u) = (1 - u) *0.5
N2(u) =(1 + u) *0.5
N(u) = [N1(u) N2(u)]

# Произведение матрицы производных на матрицу функций формы
DN(u, r1, r2) = [ED(Du(N1(u)))/ED(Du(R(u, r1, r2)))   ED(Du(N2(u)))/ED(Du(R(u, 
r1, r2)));
N1(u)/R(u, r1, r2)           N2(u)/R(u, r1, r2);
N1(u)/R(u, r1, r2)           N2(u)/R(u, r1, r2)]         

# Матрица упругости
lambda = E * nu / ((1.0 + nu) * (1.0 - 2.0*nu))
mu = E / (2.0 * (1.0 + nu))
C = [lambda + 2*mu  lambda        lambda;
     lambda          lambda + 2*mu lambda;
     lambda          lambda        lambda + 2*mu]

# Точки и веса квадратуры Гаусса
u_vals = [-1/sqrt(3.0), 1/sqrt(3.0)]
w_vals = [1.0, 1.0]

# Численное интегрирование матрицы жесткости элемента
Ke_num = zeros(2, 2)
for k in 1:2
    u_k = u_vals[k]
    w_k = w_vals[k]
    D_N = substitute.(DN(u, r1, r2),[u=>u_k]) 
    rk = R(u_k, r1, r2)
    dr_du = substitute(ED(Du(R(u, r1, r2))),[u=>u_k])  
    factor_io = 2 * π * rk^2 * dr_du * w_k 
    Ke_num += (D_N’ * C * D_N) * factor_io
end

# Нахождение "глобальной" матрицы
substitute.(Ke_num,(Dict(r1=>vectorR[1], r2=>vectorR[1+1]),))
Ke(r1, r2)=Ke_num
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Ks=Num.(zeros(n+1,n+1))
for i in 1:n
    Ke_loc=(substitute.(Ke(r1, r2),(Dict(r1=>vectorR[i], r2=>vectorR[i+1]),)))
    for j in 0:1
        for k in 0:1
            Ks[i+j,i+k]=Ks[i+j,i+k]+Ke_loc[j+1,k+1]
        end
    end
end

# Глобальный вектор нагрузки Fs
Fs = Num.(zeros(n+1))
# Только первый и последний элементы ненулевые
Fs[1] = 2.0 * π * a^2 * p_a
Fs[end] = -2.0 * π*b^2 * p_b

# Вектор перемещений
U_sym = Ks \ Fs

# Превращаем Symbolics.Num в Float64
u_num = [eval(Symbolics.toexpr(ui)) for ui in U_sym]

# Аналитическое решение
function u_analytical(r)
 term1=((p_b*b^3 - p_a*a^3) / ((3lambda + 2mu)*(a^3 - b^3))) * r
 term2=((p_a - p_b)*a^3*b^3) / (4*mu*(b^3 - a^3)) * (1/r^2)
 return term1 + term2
end
u_an = [u_analytical(r) for r in vectorR]

# Вычисление напряжений
sigma_fem = Num.(zeros(n+1,3))
for i in 1:n
    r1_val = vectorR[i]
    r2_val = vectorR[i+1]
    # Вектор перемещений элемента
    d_element = [u_num[i]; u_num[i+1]]
sigma_loc(r)=substitute.(substitute.(C*DN(u,r1,r2)*d_element,
Dict(r1=>vectorR[i], r2=>vectorR[i+1]),))
    for j in 1:3
     for k in 0:1
       sigma_fem[i+k,j]+=(substitute.(sigma_loc(r),(Dict
       (r=>vectorR[i+k]),)))[j]
     end
    end
end

for i in 2:n
    for j in 1:3
        sigma_fem[i,j]*=0.5
    end
end
# Напряжения
sigma_fem_kor = [eval(Symbolics.toexpr(ui)) for ui in sigma_fem]
display(sigma_fem_kor)
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# Аналитическое формулы для напряжений
function sigma_r_analytical(r)
    term1=p_a*(a^3*(r^3-b^3))/(r^3*(b^3-a^3))
    term2=p_b*(b^3*(a^3-r^3))/(r^3*(b^3-a^3))
    return term1 + term2
end

function sigma_theta_analytical(r)
    term1=p_a*(a^3*(2*r^3+b^3))/(2*r^3*(b^3-a^3))
    term2=p_b*(b^3*(2*r^3+a^3))/(2*r^3*(b^3-a^3))
    return term1 - term2
end

function sigma_phi_analytical(r)
    term1=p_a*(a^3*(2*r^3+b^3))/(2*r^3*(b^3-a^3))
    term2=p_b*(b^3*(2*r^3+a^3))/(2*r^3*(b^3-a^3))
    return term1 - term2
end

# Вычисляем аналитические напряжения
sigma_r_an = [sigma_r_analytical(r) for r in vectorR]
sigma_theta_an = [sigma_theta_analytical(r) for r in vectorR]
sigma_phi_an = [sigma_phi_analytical(r) for r in vectorR]

# Графики перемещений и напряжений
p1 = plot(vectorR, u_num, lw=3, label="FEM", color=:steelblue,
    xlabel="r", ylabel="u(r)", title="Перемещения", 
    grid=true, legend=:topright)
plot!(vectorR, u_an, marker=:circle, markersize=2, label="Analytical", 
color=:coral,linealpha=0)

p2 = plot(vectorR, sigma_r_an, lw=3, label="σ_r Analytical", color=:darkgreen,
    xlabel="r", ylabel="σ_r", title="Радиальные напряжения", 
    grid=true, legend=:topright)
plot!(vectorR, sigma_fem_kor[1:n+1,1], marker=:circle, markersize=2, label="σ_r 
FEM", color=:gold,linealpha=0)

p3 = plot(vectorR, sigma_theta_an, lw=3, label="σ_θ Analytical", color=:purple,
    xlabel="r", ylabel="σ_θ", title="Окружные напряжения",
    grid=true, legend=:bottomright)
plot!(vectorR, sigma_fem_kor[1:n+1,2], marker=:circle, markersize=2, label="σ_θ 
FEM", color=:turquoise,linealpha=0)

y_min = min(minimum(sigma_phi_an), minimum(sigma_fem_kor[1:n+1,3]))
y_max = max(maximum(sigma_phi_an), maximum(sigma_fem_kor[1:n+1,3]))
margin = (y_max - y_min) * 0.1  
p4 = plot(vectorR, sigma_phi_an, lw=3, label="σ_phi Analytical", color=:firebrick,
    xlabel="r", ylabel="σ_phi", title="Осевое напряжения",
    grid=true, legend=:bottomright,
    ylims=(y_min - margin, y_max + margin),
    xlims=(a, b))
plot!(vectorR, sigma_fem_kor[1:n+1,3], marker=:circle, markersize=2, label="σ_phi 
FEM", color=:darkorange,linealpha=0)

# Вывод графиков
display(p1)
display(p2)



1308

display(p3)
display(p4)

2.3. Сравнительный анализ результатов

В ходе решения задачи были получены графики сравнений радиальной компоненты пе-
ремещений (рис. 2) и радиальных и окружных компонент тензора напряжений (рис. 3, 4) для 
аналитического и численного решений.

Заключение

В рамках данной работы было выполнено численное моделирование классической зада-
чи Ламе для толстостенного цилиндра, находящегося под действием внутреннего и внешнего 
давлений, с использованием метода конечных элементов в отечественной среде математиче-
ских вычислений и динамического моделирования «Engee».

Рис. 2. Зависимость радиального перемещения u  от координаты r

Рис. 3. Распределение радиальных напряжения rσ  по толщине стенки цилиндра
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Проведённое исследование подтвердило корректность и работоспособность реализован-
ного в «Engee» алгоритма МКЭ для решения осесимметричных задач теории упругости. До-
статочное совпадение результатов численного моделирования с классическим аналитическим 
решением свидетельствует о высокой точности вычислений и корректности постановки за-
дачи. Таким образом, среда «Engee» доказала свою эффективность как инструмент для реше-
ния инженерных задач механики деформируемого твёрдого тела, обеспечивая необходимую 
точность и наглядность результатов. Её использование для задач подобного класса является 
полностью оправданным.

Вместе с тем, в ходе работы был отмечен ряд особенностей и ограничений платформы. 
Ключевым из них является отсутствие возможности символьных вычислений в рамках инте-
грирования, что может быть неудобно на этапе предварительного аналитического исследова-
ния и проверки соотношений. Данное ограничение сужает область применения «Engee» преи-
мущественно к численному моделированию, оставляя за рамками среды этап аналитического 
вывода и преобразования формул.
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Рис. 4. Распределение окружных напряжения ϕσ  по толщине стенки цилиндра
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УДК 539.3

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО ЛИНЕЙНЫЕ СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ НАПРЯЖЕНИЯМИ 
И ДЕФОРМАЦИЯМИ В ИЗОТРОПНЫХ УПРУГИХ ТЕЛАХ

Тульский государственный университет

А. А. Маркин, М. Ю. Соколова

Аннотация. На основе построения векторного образа симметричного тензора, опреде-
ленного в главных осях, построены трехмерные образы процессов деформирования и 
нагружения. Для дифференциально-линейных материалов проведен анализ определяю-
щих соотношений в начальный момент процесса, когда напряжения и деформации от-
сутствуют. Показано, что модуль объемной упругости K и модуль сдвига G, входящие в 
дифференциально-линейные соотношения, имеют универсальный характер и не меняют 
своих значений в моделях, учитывающих геометрическую и физическую нелинейности.
Ключевые слова: упругость, изотропия, симметричный тензор, векторный образ, про-
цесс деформирования, процесс нагружения, простой процесс, дифференциально-линей-
ный материал, частный постулат изотропии, универсальные константы упругости.

Введение

Одной из важнейших проблем нелинейной теории упругости является корректный учет 
геометрической и физической нелинейностей в поведении материалов [1, 2]. В настоящее вре-
мя существует множество моделей, в которых для учета геометрической нелинейности ис-
пользуют обобщение линейных соотношений закона Гука, записанных относительно различ-
ных известных мер конечных деформаций [3]. Известны также модели, которые при малых 
деформациях описывают нелинейную связь между напряжениями деформациями [1]. Один 
из возможных вариантов обобщения таких моделей на случай конечных деформаций пред-
ставлен в статье [4].

В работе [5] анализируется общая форма определяющих соотношений нелинейно упругих 
изотропных материалов. При этом рассматриваются шестимерные образы процессов дефор-
мирования [6]. В данной работе на основе построения векторного образа симметричного тен-
зора записывается дифференциально линейная связь между напряжениями и деформациями. 
Будет показано, что свойства дифференциально линейных изотропных материалов в началь-
ном состоянии определяются двумя универсальными константами. В статье будет показано, 
что все дифференциально линейные материалы удовлетворяют частному постулату изотро-
пии [6, 7] при конечных деформациях. 

1. Построение векторного образа симметричного тензора

Симметричный тензор M  представлен в виде диадного разложения по базису главных 
осей ie  

	 11 1 1 22 2 2 33 3 3.M M M= + +M e e e e e e
Запишем представление тензора в виде суммы шаровой и девиаторной составляющих

	 ( )1 , 0.
3

= + ⋅⋅ ⋅⋅ =M M M E E M E  	 (1)

Цель состоит в построении векторного образа разбиения (1)
	 .eθ= +m m m 	 (2)
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При этом должны удовлетворяться следующие условия:
1) длина вектора m  совпадает со сверткой тензора M
	 11 1 22 2 33 3; .i im M M M⋅ = ⋅⋅ = = + +m m M M m e e e e 	 (3)
2) длина вектора θm  совпадает со сверткой шаровой составляющей тензора M

	 ( ) ( )2 21 .1
9 3θ θ⋅ = ⋅⋅ ⋅⋅ = ⋅⋅m m M E E E M E 	 (4)

3) длина вектора em  совпадает со сверткой девиаторной составляющей тензора M
	 .e e⋅ = ⋅⋅m m M M  	 (5)
4) следствием (1)–(5) является ортогональность векторов-образов
	 0.eθ ⋅ =m m 	 (6)
Вектор θm  представим в виде, удовлетворяющем указанным требованиям, в частности (4)

	 ( ) 0 0
1 1 ,
3 3

mθ θ= ⋅⋅ =m M E i i 	 (7)

	 ( )0 1 2 3
1 ,
3

= + +i e e e   .mθ = ⋅⋅M E 	 (8)

Из условий (5) и (6) получаем выражение образа девиаторной составляющей

	 ( )
1
2

0 ,e = ⋅⋅m M M e  	 (9)
где 0e  — единичный вектор. 

Из (9), (7) и (2) получим разложение вектор-образа по естественному базису

	 ( ) ( )
1
2

0 0
1 .
3 åθ= ⋅⋅ + ⋅⋅ = +m M E i M M e m m 

Здесь вектор 0e  единичный, перпендикулярный вектору 0i  и расположенный в плоскости 
,m  :θm

	 ( ) ( )
1
2

0 .θ

−
= ⋅⋅ −e M M m m  	 (10)

Третий вектор естественного базиса находим из условия 0 0 0.= ×n i e  Обозначим через 
,eθ= ×n m m  тогда

	 3 2 1 1 3 2 2 1 3
0 2 2 2

3 2 1 3 2 1

( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

m m m m m m
n m m m m m m

− + − + −
= =

− + − + −

e e enn 	 (11)

Векторы 0 0 0, ,i e n  образуют декартов базис, связанный с базисом главных осей исходного 
тензора ,M  и определяются по формулам (8), (10) и (11).

Рассмотрим процессы изменения тензора M  и его вектора-образа m  с фиксированной 
ориентацией главных осей 1 2 3, , .e e e  При этом положение векторов 0 0,e n  естественного бази-
са будет изменяться, а вектор 0i  остается фиксированным. Такие процессы называют изотроп-
ными. Для ориентации естественных базисов относительно неподвижного базиса 1 2 3, ,e e e  
удобно использовать октаэдрический базис с векторами 1 2, ,i i  лежащими в плоскости, пер-
пендикулярной 0.i  Разложение векторов естественного базиса по фиксированному октаэдри-
ческому базису для вектора m  имеет вид:

	 0 1 2

0 1 2

cos ( ) sin ( ),
sin ( ) cos ( ),

m m m

m m m

t t
t t

α α
α α

= +
= − +

e i i
n i i

	 (12)

где ( )m tα  — угол между векторами 1i  и 0 ( ).m te
Начальное положение естественного базиса определяется условиями:
	 (0)

0
( ) ;m mt
tα α

=
= 	 (13)
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0 0

0; 0.e t t
e m mθθ

= =
≡ = ≡ = 	 (14)

Условие (13) означает, что в начальном состоянии должен быть задан вид этого состояния. 
Начальным называется состояние, при котором выполняются условия (14). Начальное поло-
жение естественного базиса определяется из (12) при условии (13). В тот же момент 

0
( ) 0,

t
t

=
=m  

что следует из (14). С учетом (12) «девиаторная» составляющая вектора m  принимает вид

	 ( )1 2cos ( ) sin ( ) .e e m mm t tα α= +m i i 	 (15)
«Шаровая» составляющая

	 0
1 .
3

mθ θ=m i 	 (16)

Если положить, что вектор 1i  расположен так, что линия его действия пересекает 1e  (базис 
А. А. Ильюшина [6]), то известно, что

	 1 2 3
3cos3 3 6 .e e e

m
e

m m m
m

α =

Компоненты em  в базисе 0 1 2, ,i i i  имеют вид

	 1
2 cos ,
3e e mm m α=    2

2 2cos ,
3 3e e mm m πα = + 

 
    3

2 4cos .
3 3e e mm m πα = + 

 
Введем угол mβ  между векторами m  и ,θm  тогда

	 1 cos , sin .
3

e
m m

m m
m m
θ β β= = 	 (17)

Добавим начальное условие
	 (0)

0
.m mt

β β
=
= 	 (18)

Вектор m  представим, следуя условиям (15)–(17), в виде

	 ( )0 0 1 2 0
1 sin cos sin cos .
3e m m m mm m m mθ β α α β= + = + +m e i i i i 	 (19)

Найдем частные производные для построения дифференциала

	 ,m m
m m

d dm d d
m

α β
α β

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂
m m mm 	 (20)

0m m
∂

= =
∂
m mm  — единичный вектор вдоль вектора ;m

( )1 2 0sin sin cos sin ;m m m m m
m

d m mα β α α β
α
∂

= − + =
∂

m i i n 	 (21)

( )1 2 0 0 0cos cos sin sin cos sin .m m m m m m m
m

d m m m mβ β α α β β β
β
∂

= + − = −
∂

m i i i e i

В результате подстановки (21) в (20) получим выражение дифференциала в естественном 
базисе. Предварительно покажем, что из (19) следует, что

	 0 0 0sin cos .m mm
β β≡ = +

m m e i

В результате получим выражение дифференциала в виде:

	 ( ) ( )0 0 0 0 0sin cos sin cos sin .m m m m m m md dm m d m dβ β β α β β β= + + + −m e i n e i 	 (22)

Сформулируем начальное состояние процесса (19):
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	 ( )(0) (0) (0) (0) (0)
0 0 1 2 00 0

lim lim sin cos sin cos .m m m mm mm
β α α β

→ →
= ≡ = + +

m m m i i i 	 (23)

Здесь (0)
0m  — начальное положение вектора 0.m

Под траекторией процесса будем понимать линию, получаемую из уравнения (19) при за-
данных параметрах состояния ( ); ( ); ( ),m m t t tα α β β= = =  а если в качестве параметра t  при-
нять ,m  то 

	 ( ); ( ),m mm mα α β β= =
удовлетворяющих начальным условиям (13), (18), (23)
	 (0)

0
;m mm

α α
=
=    (0)

0
.m mm

β β
=
=

Особый интерес представляют простые (по терминологии А. А. Ильюшина) процессы. 
Они являются лучевыми, то есть происходят при постоянных значениях параметров процесса

	 (0)( ) ;m mmα α=    (0)( ) .m mmβ β= 	 (24)
Уравнение лучевой траектории исходя из (19) и (24) можно представить в виде

	 ( )(0) (0) (0) (0)
0 1 2 0sin cos sin cos .m m m mm m mβ α α β= = + +m m i i i

В естественном базисе уравнение траектории принимает вид
	 ( )0 0sin cos .m mm β β= +m e i 	 (25)
Представление (25) не позволяет учесть зависимость от угла .α

2. Векторные образы сопряженных тензоров деформаций и напряжений

Образ вектора деформаций представим в виде (19), обозначая ,=m ý  0 0 ,=m ý  ,e =m e  

,θ θ=m  ,mα α= ý  .mβ β= ý  Тогда (19) принимает вид

	 ( )0 0 1 2 0
1 sin cos sin cos .
3

e θ β α α β= + = + +e i i i iý ý ý ýý ýý 	 (26)

Для вектора напряжений принимаем обозначения ,=m σ  0 0 ,=m σ  ,e e=m σ  
1 2 3,mθ θσ σ σ σ= = + +  ,m σα α=  .m σβ β=  Также для вектора 0e  введем обозначение ( )

0 0 .σ=e e  
Тогда образ вектора напряжений в соответствии с (19) представляется в виде

	 ( )( )
0 0 1 2 0

1 sin cos sin cos .
3ee i i i iσ

θ σ σ σ σσ σ σ σ β α α σ β= + = + +
   

  	 (27)

Найдем дифференциалы векторов (26), (27) в начальном состоянии, когда 0,=ý  0.σ =  Из 
(22) получим

	
( )
( )

(0) (0)
0 0

(0) ( ) (0)
0 0

sin cos ,

sin cos .

ý ýd d

d dσ
σ σ

β β

β β σ

= +

= +

e i

e i

ý

σ

ý
	 (28)

Сформулируем начальные условия для системы (28) в виде совпадения в начальном состо-
янии направляющих векторов напряжений и деформаций

	 (0) (0)
0 0 .=σ ý 	 (29)

Из (26), (27) получаем совпадение углов в начальном состоянии

	 (0) (0) (0) ,σα α α= =ý  (0) (0) (0).σβ β β= =ý 	 (30)

Учитывая, что из (17) следует 
	

(0) (0)

(0) (0)

1sin , cos ,
3
1sin , cos ,
3e

d de d d

d d d dσ σ θ

β β θ

σ β σ σ β σ

= =

= =

ý ýý ý
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(0) (0)

(0) (0)

1sin , cos ,
3
1sin , cos ,
3e

d de d d

d d d dσ σ θ

β β θ

σ β σ σ β σ

= =

= =

ý ýý ý

соотношения (28) принимают вид:

	
0 00

0 00

1 ,
3
1 .
3e

d de d

d d d θ

θ

σ σ

= +

= +

e i

e iσ

ý
	 (31)

Из (31) получаем прямую связь между начальными дифференциалами напряжений и де-
формаций 

	 0 0
0 0

.ed dd de d
de d

θσ σ θ
θ

= +e iσ 	 (32)

Обратная связь принимает вид

	 0 0
0 0

.e
e

de dd d d
d d θ

θ

θσ σ
σ σ

= +e iý 	 (33)

Если положить входящие в (32) постоянные равными

	
0 0

2 , 3 ,ed dG K
de d

θσ σ
θ

= = 	 (34)

то приходим к совпадению связей между дифференциалами в начальном состоянии с 
обобщенным законом Гука.

Отметим, что данная связь следует из условий совпадения начальных состояний (29), (30). 
Это означает, что любые обобщения закона Гука за счет учета нелинейных эффектов должны 
удовлетворять в начальном состоянии при = = 0σ ý  дифференциальным связям в виде (32), 
(33). Этим определяется фундаментальный характер постоянных G  и .K

3. Варианты определяющих соотношений на основе частного постулата

Положим дифференциалы (33) и (34) конечными приращениями , .d dσ σ→ →ý ý  Тогда 
прямое и обратное соотношения принимают вид

	 ( ) ( )0 0 ,e e θσ σ θ= +e iσ 	 (35)

	 ( ) ( )0 0.ee θσ θ σ= +e i


ý

Представим скалярные зависимости в форме А.А. Ильюшина [6]

	 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 ( ) , 1 ( ) ,e ee Ge e Kθ θσ ω σ θ θ ω θ= + = + 	 (36)

где ( ), ( )e e θω ω θ  — функции А. А. Ильюшина.
Обратные функции имеют вид

	 ( ) ( ) ( ) ( )1 11 ( ) , 1 ( ) .
2e e e ee
G Kθ θ θ θσ σ σ θ σ σ σ= +Ω = +Ω

Функции Ильюшина определяются по формулам, аналогичным следующим

	 ( )( ) 1,
2

e
e

e
e

Ge
σ

ω = −      ( )( ) 1,
K
θ

θ

σ θ
ω θ

θ
= −

или, обозначая ( ) 2e e G
e

σ
= ñåê  — секущий модуль, ( )( ) 1.e

G ee
G

ω = −ñåê
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Чтобы законы (35), (36) удовлетворяли требованиям (29), (30), необходимо положить
	

0 0
0, 0.e e θ θ

ω ω
= =
= =

Если принять 0, 0,e θω ω≡ ≡  то эти законы принимают форму обобщенного закона Гука 
для соосных пар тензоров напряжений и деформаций. В частности, в геометрически линей-
ном приближении это тензоры напряжений и деформаций Коши. В нелинейном случае ý  яв-
ляется образом тензора Генки, σ  — образ «повернутого» тензора напряжений. Использование 
данной пары позволяет сохранить связь инварианта θ  с изменением объема, а e  — с измене-
нием формы в изотропных процессах.

При переходе от связей между векторами-образами к исходным тензорам векторы e  и eσ  
принимаем девиаторами Ý  и ,Σ  вектор 0i  меняем на 1 .

3
E  В результате закон (36) принимает 

вид
	 ( ) ( )2 1 ( ) 1 ( ) .eG e K θω θ ω θ= + + + EΣ Ý 	 (37)
Аналогичным образом записывается обратное соотношение

	 ( ) ( )1 11 ( ) 1 ( ) ,
2 e eG K θ θ θσ σ σ= +Ω + +Ω EΣÝ 	 (38)

	 2( ) 1, ( ) 1.e e
e

Ge K
θ θ

θ

θσ σ
σ σ

Ω = − Ω = −

Отметим, что если функции Ильюшина дифференцируемы при 0,e ≥  то G G=ñåê  в началь-
ный момент 0,e =  далее законы отклоняются от линейных тем сильнее, чем больше разница 

.G G− ñåê  То же касается и секущих модулей объемного изменения. Это надо учитывать при 
аппроксимации функций Ильюшина по результатам полученных экспериментальных кривых 

( )e e eσ σ=  и ( ).θ θσ σ θ=

Заключение

На основе соотношений (37) и (38) возможно провести классификацию моделей упругих 
изотропных материалов:

1. Геометрически и физически линейные модели, когда Ý  линейная относительно градиен-
та перемещений функция, Σ  — тензор напряжений, отнесенный к начальному базису. Функ-
ции Ильюшина нулевые.

2. Геометрически линейные, а физически нелинейные модели определяются функциями 
Ильюшина при линейных деформациях.

3. Геометрически нелинейные, а физически линейные соотношения. Мера деформаций — 
тензор Генки, мера напряжений — «повернутый» тензор напряжений .Σ  Тензор Генки связан 
с тензором конечных деформаций соотношением ( )1 ln 2 .

2
= = +EΓ εÝ  Функции Ильюшина 

нулевые.
4. Геометрически и физически нелинейные соотношения. Функции Ильюшина зависят от 

инвариантов меры Генки.
Еще раз подчеркнем, что константы G  и K  во всех этих моделях для одного материала 

одинаковы. В этом заключается их универсальный характер. 
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УДК 539.214, 539.3

ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ УПРУГОЙ ПОЛОСЫ 
ПРИ КОМБИНИРОВАННОМ НАГРУЖЕНИИ

Воронежский государственный университет

Н. В. Минаева, М. М. Коротков

Аннотация. В работе исследуется предельное состояние упругой неоднородной полосы 
с неровными боковыми границами в рамках модели физической нелинейности. Нагрузка 
включает независимые сжимающие усилия, приложенные к верхней, нижней и боковым 
поверхностям, геометрия которых задаётся функциональными зависимостями. Критери-
ем предельного состояния выбрано нарушение непрерывности отклика системы относи-
тельно исходных параметров. Это условие разделено на два класса: потеря устойчивости 
равновесной формы (первая группа), и возникновение недопустимых деформаций (вто-
рая группа). В математическую модель, наряду с нелинейными граничными условиями, 
включены углы поворота (подход Новожилова — Ишлинского). Получено: аналитическое 
условие границы области предельных состояний, и оценка влияния физической нелиней-
ности на её положение. Результаты согласуются с известными решениями для частных 
случаев. Для различных параметров сечения определены области квазиоднородного НДС.
Ключевые слова: предельное состояние, упругая полоса, непрерывная зависимость, ком-
бинированное нагружение.

Введение

Современные инженерные системы — авиационные конструкции, транспортные инфра-
структуры и промышленные сооружения — испытывают эволюцию свойств под воздействи-
ем длительной эксплуатации. Этот процесс характеризуется постепенным изменением геоме-
трических и физико-механических характеристик материалов под комплексным воздействием 
нагрузок, температурных градиентов и других эксплуатационных факторов [1]. Особую слож-
ность представляет квазистатический характер деградации, приводящий к приводящий к на-
коплению остаточных деформаций, микротрещин и изменений структуры материала. 

Современные подходы к проектированию предполагают соответствие напряженно-де-
формированного состояния (НДС) конструкций установленным нормативным требованиям. 
Однако, как показывают исследования, суммарный эффект эксплуатационных воздействий 
может привести к достижению критических состояний, Нарушение этого условия может про-
являться в двух принципиально различных формах:  потеря устойчивости равновесной кон-
фигурации (форма потери устойчивости); накопление пластических деформаций и поврежде-
ний, приводящих к исчерпанию несущей способности (разрушение по критерию прочности). 
[1]. В этой связи особую важность приобретает анализ устойчивости НДС к вариациям на-
чальных параметров системы [2].

Одним из основных условий, которым должна удовлетворять математическая модель, яв-
ляется непрерывная зависимость соответствующих решений от исходных данных [3]. Нару-
шение этого условия может проявляться в двух основных формах: потеря устойчивости рав-
новесного состояния и развитие недопустимых деформаций и нарушение работоспособности 
[4–7].

Несмотря на значительное количество работ в данной области, остаются недостаточно из-
ученными вопросы предельного состояния конструкций, связанного с потерей устойчивости, 
с учетом: упруго-нелинейного поведения материалов, неоднородности свойств и сложной ге-
ометрии контактных поверхностей. 
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Рассмотрим упругую полосу с неоднородными характеристиками материала и неидеаль-
ными поверхностями, поверженную сжатию усилиями, приложенными по контуру попереч-
ного сечения (рис. 1).

1. Математическая модель

В качестве математической модели, описывающей напряжённое состояние полосы из 
несжимаемого материала, примем следующую задачу [8, 9]

	

( ) ( )( ) ( )0; 0

10;
2

4 ;

y yx x

x y

x y x y

u v v u
x y x y

u u vG G
x y x

τ ωσ σ ωτσ ωτ τ ωσ

ω

σ σ τ

∂ − ∂ +∂ − ∂ +
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ = = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
− = = + ∂ ∂ ∂ 

	 (1)

	 0 1

0 1

( ) ( )

( ) ( )

| , |

| , | .
y y r x y y y r x y

x x g y x x x g y x

p p

p p

σ σ

σ σ
= =

= =

= − = −

= − = −
	 (2)

Здесь 0 1( , ) ( , ),G x y G G x y= +  0 constG =  соответствует модулю сдвига однородного материала, 
а 1( , )G x y  описывает изменение физических свойств полосы в процессе эксплуатации. 

Функции 0 ( )g y  и 1( )g y  описывают правую и левую границу поперечного сечения полосы 
после деформирования, а 0 ( )r x  и 1( )r x  верхнюю и нижнюю границы соответственно. В нена-
груженном состоянии эти кромки характеризуются функциями 

	 0 1

0 1

(0) (0)
0 1

(0) (0)
0 1

( ) ( ), ( ) ( )

( ) ( ), ( ) ( )

g y l l y g y l l y

r x h h x r x h h x

= − − = +

= − − = +
	 (3)

где ( )il y  и ( )ih y  ( 0,1)i =  — описывают отклонение границ от прямолинейной формы. Если 
пренебречь несовершенствами, т. е. ( ) 0il y =  и ( ) 0ih y =  ( 0,1),i =  то задача (1)–(3) допускает 
решение [8, 9], описывающее однородное состояние:

	
0 0 0

0 0 0 0 0

; ; 0

; ; 0,
x x x y y y

y x

p p

v v y u u x

σ σ σ σ τ τ

ε ε ω ω

= = − = = − = =

= = = = = =
	 (4)

где константы из (4) 0 ,yε  0
xε  определяются следующими соотношениями

Рис. 1. Поперечное сечение полосы
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	 0 0 0, .
4

x y
y x y

p p
G

ε ε ε
−

= = −

Таким образом, идеализированную границу в деформированном состоянии можно запи-
сать так:

	 0 1

0 1

(1 ), (1 )
(1 ), (1 ).

x x

y y

g l g l
r h r h

ε ε

ε ε

= − + = +

= − + = +
	 (5)

Для изучения состояния полосы на основе (4), необходимо проанализировать решение за-
дачи (1), при всех ли значениях исходных данных оно будет удовлетворять требуемым услови-
ям непрерывной зависимости.

2. Исследования проблемы непрерывной зависимости

Для исследования проблемы непрерывной зависимости, как следует из [10, 11], следует 
рассмотреть вспомогательную линеаризованную однородную задачу относительно функций 

,iζ  которая получена на основе (1)–(4) ( ( )00 0
1 2 6; ;...x x v vσ σ ζ ω ω ζ ζ= + = + = + ):

	 31 2 0;yp
x y y
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x y
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x y x y
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ppl l h h
G G

x x l y y h

ε ε α α

ε ε

= + = + = =

= + + = + +
Чтобы решение задачи (1)–(3) непрерывно зависело от исходных данных, необходимо [10, 

12], чтобы задача (6)–(7) была регулярной, ее первые производные были непрерывны по всем 
своим аргументам, а также она имела только тривиальное решение. Группа условий, касающа-
яся регулярности и непрерывности в этой задаче выполняется. Проанализируем существова-
ние только тривиального решения.

На рис. 2 для различных соотношений размеров поперечного сечения полосы, на плоско-
сти параметров ( ),x yα α  показана граница, при пересечении которой решение (1)–(3) перестаёт 
приближенно описывать напряжённо-деформированного состояния (НДС) рассматриваемой 
полосы. 

Поскольку модель (1)–(3) основана на линейно-упругих допущениях, то критическая гра-
ница построена исключительно в пределах упругой области.

Если необходимо проанализировать влияние геометрических параметров на область непре-
рывной зависимости, то можно рассмотреть различные сечения поверхности, полученной ис-
ходя из требования непрерывной зависимости, задавая нужные значения параметров нагрузок.
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На рис. 3 представлена область при 0xα =  для материала, изучаемому в [9]. При малых 1m  
значения параметра yα  можно сравнить с критической нагрузкой для продольного изгиба 
стержня с шарнирно закрепленными концами, как это сделано в работах [8, 9] 1.000241./yα α =êð

(a) 1 1 0.5l h = (b) 1 1 1l h =

(c) 1 1 1.8l h = (d) 1 1 2l h =
Рис. 2. Область непрерывной зависимости для различных размеров поперечного сечения полосы

Рис. 3. Область непрерывной зависимости при 43 0.12 81Eσ =óïð
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Ниже изображены кривые, ограничивающие область непрерывной зависимости, для ряда 
значений xα  (рис. 4) yα  (рис. 5). Для выбранных значений линия, ограничивающая упругую 
область, лежит значительно выше найденных линий, поэтому она на рисунках не отображена. 

(a) xα  = 0.1 (b) xα  = 0.2
Рис. 4. Область непрерывной зависимости для различных xα

(a) yα  = 0.1 (b) yα  = 0.8
Рис. 5. Область непрерывной зависимости для различных yα

Для многих материалов, у которых ,3 2 1Eσ <<óïð  область упругости весьма мала, и грани-
ца непрерывной зависимости находится выше нее. Получаем, что решение (4) будет прибли-
женно описывать состояние полосы при любых значениях исходных данных, соответствую-
щих упругой области. Но в этом случае диапазон изменения параметров сжимающих усилий 
весьма мал, поэтому, в подобных случаях можно использовать другое решение задачи (1), а не 
(4). Или же применять математическую модель, учитывающую более высокие порядки нели-
нейности или асимптотические аппроксимации для тонких структур, либо перейти к подхо-
дам, основанным на теории пластичности или композитных средах, в зависимости от характе-
ра деформирования.  

Заключение

Когда исходные параметры достигают значений, при которых вспомогательная задача (6)–
(7) допускает ненулевое решение, решение рассматриваемой задачи теряет свою непрерывную 
зависимость. В итоге может произойти потеря устойчивости равновесной формы, появиться 
значительные перемещения, прогибы или углы поворота, что приведет систему к предельному 
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состоянию. В частности, в рассматриваемом случае происходит потеря устойчивости равно-
весной формы (4), и состояние полосы, соответствующее (6) станет предельным. Полученные 
результаты следует учитывать при проектировании различных конструкций, при анализе со-
ответствия установленным эксплуатационным требованиям и расчетным допускам.
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М. Н. Михин1, Е. В. Мурашкин2, Ю. Н. Радаев2

Аннотация. Статья посвящена проблеме построения полных неприводимых систем ра-
циональных алгебраических гемитропных инвариантов/полуинвариантов третьего, чет-
вертого, пятого и шестого алгебраических порядков, для определяющих тензоров, зада-
ющих энергетическую форму гемитропного микрополярного тела. Предложен алгоритм 
получения указанных систем инвариантов, основанный на присоединении к исходным 
инвариантам новых инвариантов, составленных из допустимых произведений инвари-
антов более низких порядков. Актуальность настоящей работы обусловлена необходи-
мостью адекватного моделирования материалов со сложной внутренней микрострукту-
рой, в тех случаях, когда классические модели механики сплошных сред неприменимы. 
Полученные результаты позволяют найти канонические формы потенциала силовых и 
моментных напряжений и соответствующие определяющие уравнения.
Ключевые слова: потенциал силовых и моментных напряжений, алгебраический инва-
риант, гемитропный инвариант, асимметричный тензор деформации, тензор изгиба-кру-
чения.

Введение

Механика континуума сталкивается с необходимостью разработки математических мо-
делей, адекватно представляющих материалы со сложной внутренней микроструктурой. 
Особый интерес в плане математического моделирования представляют гемитропные ми-
крополярные среды, характеризующиеся наличием моментных напряжений и являющихся 
чувствительными к зеркальным отражениям пространства. Выбор потенциалов для таких 
сред требует применения аппарата целых рациональных алгебраических инвариантов, где 
подходящие степени инвариантов играют ключевую роль в аппроксимациях энергетических 
потенциалов. Заметим, что с помощью гемитропного потенциала простым дифференцирова-
нием можно определить силовые и моментные напряжения [1–6].

В настоящей работе проводится построение полной системы алгебраических инвариантов 
третьего, четвертого, пятого и шестого порядков. Предложен алгоритм построения полных 
систем инвариантов высших порядков, согласно которому к исходным неприводимым инва-
риантам (которые представляют собой инвариантные следы [7, 8]) добавляются произведения 
инвариантов более низких степеней однородности. В книге [7] установлен набор из 86 непри-
водимых исходных инвариантов для системы двух симметричных и двух антисимметричных 
тензоров.

В настоящей работе использована следующая терминология. Индивидуальный инвари-
ант — любой след, в записи которого фигурирует только одна тензорная литера. Совместный 
инвариант — любой след, в записи которого фигурируют не менее двух тензорных литер. 

Неприводимый инвариант в заданной системе — инвариант, который не может быть вы-
ражен в виде полиномиальной комбинации других инвариантов той же системы. Если из не-
приводимых инвариантов удается составить полную конечную систему, то можно вести речь 
о базисе в множестве инвариантов.
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1. Алгебраические инварианты для гемитропного микрополярного тела

Рассмотрим систему, состоящую из четырех тензоров второго ранга: симметричные тензо-
ры A  и B, а также антисимметричные тензоры V  и .W

Полная система инвариантов первого порядка содержит всего два инвариантных следа:
	 tr [ ], tr [ ].A B
Полная неприводимая система инвариантов второго порядка содержит 9 инвариантов: 

шесть исходных инвариантов второго порядка и три инварианта, получающихся из всевоз-
можных произведений инвариантов первого порядка.

Для построения полной систем инвариантов третьего порядка к 12 исходным инвариантам 
третьей степени необходимо добавить 16 инвариантов, которые получаются путем умноже-
ния инвариантов второго порядка на каждый из инвариантов первого порядка (исключив при 
этом совпадения). 

Таким образом, полная система инвариантов третьего порядка содержит 12 16 28+ =  инва-
риантов.

Для построения полной систем инвариантов четвертого порядка к 19 исходным инвариан-
там четвертой степени необходимо присоединить следующие две непересекающиеся группы 
инвариантов:

1) Группа из 47 инвариантов, составленных из произведений каждого из инвариантов 
третьего порядка на каждый из двух инвариантов первого порядка. 

2) Группа из 21 инварианта, которые составлены из попарных произведений 6 исходных 
инвариантов второй степени. 

Таким образом, полная неприводимая система инвариантов четвертого порядка содержит 
19 47 21 87+ + =  инвариантов. 

Для построения полной систем инвариантов пятого порядка к 24 исходным инвариантам 
пятой степени необходимо присоединить следующие две непересекающиеся группы инвари-
антов:

1) Группа из 146 инвариантов, получаемых путем умножения каждого из 87 инвариантов 
четвертого порядка на каждый из двух инвариантов первого порядка. 

2) Группа, получающаяся путем умножения каждого из 6 исходных инвариантов второй 
степени на каждый из 12 исходных инвариантов третьей степени. Тем самым формируется 
группа из 72 инвариантов.

Таким образом, полная неприводимая система инвариантов пятого порядка содержит 
24 146 72 242+ + =  инварианта.

Для построения полной систем инвариантов шестого порядка к 23 исходным инвариантам 
шестой степени необходимо присоединить следующие четыре непересекающиеся группы ин-
вариантов:

1) Группа из 397 инвариантов, получаемых путем умножения каждого из 242 инвариантов 
пятого порядка на каждый их двух исходных инвариантов первого порядка.

2) Группа из 78 инвариантов, составленных из попарных произведений 12 исходных инва-
риантов третьей степени.

3) Группа, получающаяся, путем умножения каждого из 6 исходных инвариантов второй 
степени на 19 исходных инвариантов четвертой степени. Тем самым формируется группа из 
72 инвариантов.

4) Группа из 56 инвариантов, составленных из произведений трех из шести (с повторения-
ми, порядок не важен) исходных инвариантов второй степени.

Таким образом, полная неприводимая система шестого пятого порядка содержит 
23 397 78 114 56 668+ + + + =  инвариантов.
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2. Микрополярные потенциалы силовых и моментных напряжений

Микрополярное тело называется гемитропным/гиротропным [6], если компоненты опре-
деляющих тензоров не изменяются при любых поворотах, но изменяются при зеркальных от-
ражениях пространства. Исходными кинематическими переменными микрополярной теории 
выступают трансляционные перемещения ju  и микроповороты .kφ  В настоящей статье ju  и 

kφ  — абсолютные вектора.
Используя трансляционные перемещения и микроповороты, можно показать, что асимме-

тричный тензор деформаций ij  и асимметричный тензор изгиба кручения i
sκ⋅
⋅  вычисляются 

по формулам:
	 ,,k

ij i j ijk i
s

i
su e φ κ φ⋅
⋅ ∇= ∇ − =

где ijke  — альтернируемый (дискриминантный) тензор, j∇  — оператор ковариантного диффе-
ренцирования по пространственной координате .jx

Введем микрополярный упругий потенциал   [9, 10]:

	 ( ), .ij i
sκ⋅
⋅=  

При этом выполняются следующие определяющие уравнения

	 , ,ij i

ij i
s st µ

κ
⋅
⋅ ⋅

⋅

∂ ∂
= =
∂ ∂
 


где ijt  — тензор силовых напряжений, i
sµ ⋅
⋅  — тензор моментных напряжений.

Для микрополярного упругого потенциала   функциональными аргументами являются 
тензор деформации   и тензор изгиба-кручения κ.  Поскольку оба этих тензора в общем слу-
чае несимметричны, их можно разложить на симметричную и антисимметричную части:

	
( ) ( )

( ) ( )

T T

T T

1 1sym asym ,
2 2

1 1sym asym .
2 2

= + = + + −

= + = + + −κ κ κ κ κ κ κ

      

Результаты раздела 1 могут быть сразу применимы, если положить

	
= sym , = sym ,
= asym , = asym .

A B
V W

κ
κ




3. Пример: аппроксимация третьей алгебраической степени 
микрополярного упругого потенциала

Ограничимся рассмотрением гемитропных неприводимых исходных инвариантов не 
выше третьего порядка. Упорядоченный набор таких инвариантов, которые пронумерованы 
согласно [11] приведен в табл. 1.

Таблица 1 
Схема нумерации инвариантов степени не выше третьей

№ Инвариант № Инвариант № Инвариант № Инвариант
1 tr [ ]A 6 2tr [ ]W 11 2tr [ ]AB 16 2tr [ ]W B
2 tr [ ]B 7 tr [ ]AB 12 2tr [ ]BA 17 tr [ ]VAB
3 2tr [ ]A 8 tr [ ]VW 13 2tr [ ]V A 18 tr [ ]WAB
4 2tr [ ]B 9 3tr [ ]A 14 2tr [ ]V B 19 tr [ ]VWA
5 2tr [ ]V 10 3tr [ ]B 15 2tr [ ]W A 20 tr [ ]VWB
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С помощью табл. 1 находим, что полная неприводимая система инвариантов второго по-
рядка, состоит из шести исходных инвариантов второго порядка и трех инвариантов, получа-
ющихся из всевозможных произведений исходных инвариантов первого порядка. В результа-
те можно построить табл. 2.

Таблица 2 
Полная неприводимая система инвариантов второго порядка

№ Инвариант № Инвариант № Инвариант
1 ( )22

1
I tr [ ]= A 4 2 2

4
I tr [ ]= A 7 2 2

7
I tr [ ]= W

2 2

2
I tr [ ]tr [ ]= A B 5 2 2

5
I tr [ ]= B 8 2

8
I tr [ ]= AB

3 ( )22

3
I tr [ ]= B 6 2 2

6
I tr [ ]= V 9 2

9
I tr [ ]= VW

Следует отметить, что 2

2
I,  2

8
I,  2

9
I  являются на самом деле полуинвариантами, поскольку 

тензор изгиба кручения можно трактовать как псевдотензор нечетного веса ±1.
Перейдем к построению полной систем инвариантов третьего порядка. Двенадцать исход-

ных инвариантов третьей степени представлены в табл. 1 (9–20 элементы). 
Построим инварианты, которые необходимо присоединить к исходным инвариантам. Для 

этого проделаем следующие действия: умножим каждый из вариантов второго порядка на 
каждый из вариантов первого порядка, затем проверим полученные инварианты на наличие 
совпадений.

Произведения инвариантов второго порядка на каждый из исходных инвариантов первого 
порядка представлены в табл. 3.

Таблица 3 
Произведения инвариантов второго и первого порядков

Инварианты 
второго порядка

Произведение инвариантов 
второго порядка на tr [ ]A

Произведение инвариантов 
второго порядка на tr [ ]B

( )2tr [ ]A ( ) ( )2 3tr [ ] tr [ ] tr [ ]=A A A ( ) ( )2 2tr [ ] tr [ ] tr [ ] tr [ ]=B A A B
tr [ ]tr [ ]A B ( )2tr [ ] tr [ ]tr [ ] tr [ ] tr [ ]=A A B A B ( )2tr [ ] tr [ ]tr [ ] tr [ ] tr [ ]=B A B A B

( )2tr [ ]B ( )2tr [ ] tr [ ]A B ( ) ( )2 3tr [ ] tr [ ] tr [ ]=B B B
2tr [ ]A 2tr [ ] tr [ ]A A 2tr [ ] tr [ ]B A
2tr [ ]B 2tr [ ] tr [ ]A B 2tr [ ] tr [ ]B B
2tr [ ]V 2tr [ ] tr [ ]A V 2tr [ ] tr [ ]B V
2tr [ ]W 2tr [ ] tr [ ]A W 2tr [ ] tr [ ]B W

tr [ ]AB tr [ ] tr [ ]A AB tr [ ] tr [ ]B AB
tr [ ]VW tr [ ] tr [ ]A VW tr [ ] tr [ ]B VW

Сравнивая второй и третий столбцы табл. 3, находим два совпадающих элемента:

	 ( )2tr [ ] tr [ ]A B  и ( )2tr [ ] tr [ ] .A B
Поэтому итоговый набор состоит из 12 исходных и 9 2 2 16⋅ − =  инвариантов, сформиро-

ванных путем умножения вариантов второго порядка на каждый из исходных инвариантов 
первого порядка за вычетом совпадающих инвариантов. Полная система инвариантов третье-
го порядка приведена в табл. 4 [12, 13].
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Используя полные системы инвариантов второй и третьей степени [11–13], можно уточ-
нять потенциал гемитропного микрополярного тела с помощью кубической аппроксимации.

Уточненную аппроксимацию микрополярного упругого потенциала   можно записать в 
следующем виде:

	
9 28

2 2 3 3

1 1
C I C ,

kk l lk l= =

= + ℑ∑ ∑

где 2 I
k

 и 3

l
ℑ  — квадратичные и кубические неприводимые инварианты, 2 C

k
 и 3C

l
 соответству-

ющие определяющие постоянные квадратичного и кубического приближений [11].
Часть определяющих постоянных будут чувствительны к зеркальным отражениям и ин-

версиям трехмерного пространства. Это объясняется тем, что вектор микроповорота ,kφ  с 
которым они связаны, на самом деле является псевдовектором (веса ±1) и меняет знак при 
зеркальных отражениях.

Аналогичным образом могут быть получены аппроксимации четвертой, пятой и шестой 
степеней, с использованием 87 инвариантов четвертого порядка, 242 инвариантов пятого по-
рядка и 668 инвариантов шестого порядка.

Заключение и выводы

Основные результаты работы могут быть сформулированы следующим образом:
1. Для систем из четырех тензоров (двух симметричных и двух антисимметричных) в трех-

мерном пространстве определены полные системы алгебраических инвариантов третьего, 
четвертого, пятого и шестого алгебраических порядков.

2. Указан алгоритм построения полных систем инвариантов третьего, четвертого, пятого и 
шестого порядков, основанный на присоединении к исходным инвариантам новых инвариан-
тов, которые формируются из допустимых произведений инвариантов более низких порядков.

3. В рамках модели гемитропного микрополярного тела получено разложение потенциала 
силовых и моментных напряжений, учитывающее слагаемые третьего порядка. В результате 
микрополярный потенциал силовых и моментных напряжений характеризуется 37 определя-
ющими модулями.

4. Полученные результаты могут быть использованы при построении моделей нелинейных 
гемитропных микрополярных сред в плане уточнения определяющих уравнений [11–13].
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УДК 539.37+539.214

НЕИЗОТЕРМИЧЕСКИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
МАТЕРИАЛОВ С УПРУГИМИ, ПЛАСТИЧЕСКИМИ И ВЯЗКИМИ 

СВОЙСТВАМИ В КРУГЛОЙ ТРУБЕ

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН

Г. Л. Панченко

Аннотация. В рамках модели больших деформаций рассматриваются неизотермические 
краевые задачи о деформировании материалов, обладающих упругими, пластическими и 
вязкими свойствами в случае цилиндрической симметрии. В постановках задач исполь-
зуются различные граничные условия. В начале процесса деформирования, пока прилага-
емые нагрузки еще небольшие, материал деформируется обратимо или может проявлять 
вязкие свойства в виде ползучести. На стадии пластического течения во всех представлен-
ных задачах учитываются вязкие свойства деформируемых материалов. Предполагается 
связанность теплофизических и деформационных процессов. Параметры ползучести, 
предел текучести и коэффициент вязкости принимаются зависимыми от температуры.
Ключевые слова: упругость, вязкоупругость, обратимые деформации, необратимые де-
формации, вязкопластическое течение, большие деформации, ползучесть, деформацион-
ное теплопроизводство, теплопроводность, связанное термодеформирование.

Введение

В процессах механической обработки давлением материалы подвергаются значительным 
нагружающим усилиям для придания им нужной формы. В этих процессах происходит значи-
тельное накопление необратимых деформаций в материале. Поэтому при построении матема-
тических моделей таких процессов необходимо учитывать большие деформации материалов. 
Также обрабатываемый материал при движении может тереться об ограничивающие его по-
верхности и вследствие этого нагреваться. Нагревание материала происходит и в результате 
накопления им необратимых деформаций. В данной работе представлены различные поста-
новки краевых задач необратимого деформирования материалов с использованием модели 
больших упругопластических деформаций [1]. В этой модели для обратимых и необратимых 
деформаций формулируются дифференциальные уравнения их изменения. В работе [2] сде-
лано обобщение этой модели на неизотермический случай и случай учета явления вязкости 
при пластическом течении. Включение в модель процесса ползучести, а также рассмотрение 
проблемы согласования законов ползучести и пластического течения проведено в [3]. 

1. Деформирование среды под действием переменного перепада давления

Пусть несжимаемый материал, обладающий упругими, вязкими и пластическими свой-
ствами помещен в круглую жесткую трубу радиуса .R  Деформирование материала и его про-
движение по трубе происходит из-за приложения изменяющегося со временем перепада дав-
ления. В цилиндрической системе координат ,r  ,ϕ  z  граничное условие имеет вид

	 ( ), (0) 0,zz p t p
z
σ∂

= − =
∂

	 (1)

где zzσ  — компонента тензора напряжений, функция ( )p t  — монотонно возрастающая. Счи-
таем, что материал обратимо деформируется в условиях отсутствия перемещений на границе 
с трубой r R=  до тех пор, пока на этой границе выполняется неравенство
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	 0 0,rz sσ − < 	 (2)
в котором 0s  — задаваемая постоянная сухого трения.

При увеличении нагрузки в некоторый момент времени 1t t=  неравенство (2) перестает 
выполняться и материал начинает проскальзывать вдоль стенки трубы. Поэтому неравенство 
(2) заменим условием 

	 0 0.rz s vσ ξ− − = 	 (3)
Здесь ξ  — коэффициент вязкого трения, v  — отличная от нуля компонента вектора скорости. 
Трение материала о шероховатую стенку трубы вызывает его разогрев. Для формирующегося 
поля температур примем следующие условия

	 1 10
( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) ( , ) ,

r r R r R
r t r t r r t u r tθ θ θ γ

= = =
= ∂ ∂ = = 	 (4)

где 1
0 0( ) ,T T Tθ −= −  ,T  0T  — текущая температура и температура тела в свободном состоянии, 

1γ  — постоянная теплопроизводства за счет трения, u  — отличная от нуля компонента векто-
ра перемещений.

Дальнейший рост перепада давления приводит к выполнению на границе r R=  обобщен-
ного условия пластического течения Треска — Сен-Венана [4]

	 1( , ) , ( , ) max max ,
2

p p p
ij ij ij ij i j kF k Fσ ε σ ε σ σ η ε= = − − 	 (5)

в котором ,p
ijε  p

kε  — компоненты тензора скоростей пластических деформаций и его главные 
значения соответственно; k  — предел текучести; iσ  — главные значения тензора напряже-
ний; η  — коэффициент вязкости. Для предела текучести и коэффициента вязкости примем 
следующие зависимости от температуры [5]

	 1 2 1
0 0 0 0 0(1 ) , Exp( ), ( ) .m m mk k T T T Tθθ η η υ θ θ− −= − = − = − 	 (6)

В (6) mT  — температура плавления материала, 0 ,k  0η  — предел текучести и вязкость мате-
риала при комнатной температуре, υ  — экспоненциальная скорость.

2. Деформирование материала пробки в условиях прилипания 
под действием переменного перепада давления с учетом ползучести

Рассмотрим пробку конечной длины ,l  которую образует несжимаемый упруговязкопла-
стический материал в круглой трубе радиуса R  с недеформируемыми стенками. Боковая по-
верхность пробки находится в условиях жесткого сцепления со стенками трубы

	 0, 0,
r R r R

u v
= =
= = 	

а верхняя поперечная граничная поверхность пробки нагружается переменным перепадом 
давления

	 ( ) ( )0, (0, ), ( ), 0, (0, ), 0,zz zzu t t p t l u t tσ σ= − + = 	 (7)

где 0r =  — координата максимального перемещения граничных точек пробки. Согласно вто-
рому условию (7) принимается, что сопротивление продавливанию на свободном конце проб-
ки при 0r =  отсутствует, хотя его можно задать и не равной нулю постоянной величиной.

Пока нагружающее давление ( )p t  невелико, необратимые деформации накапливаются в 
материале пробки в результате медленного процесса ползучести. Учет этого процесса в моде-
ли осуществляется с помощью степенного закона ползучести Нортона [6]

 	 1 2 3
( )( ) ( , , ), max , ,n v

ij i j ij
ij

VV Bσ σ σ σ σ σ ε
σ

∂ Σ
= Σ Σ = − =

∂
	 (8)
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в котором ( )ijV σ  — термодинамический потенциал; v
ijε  — компоненты тензора скоростей де-

формаций ползучести; ,B  n  — параметры ползучести материала. Для параметров ползучести 
примем следующие зависимости [7]

	 11 2
1 0 01

0 0 0

exp , , ( ) .
(1 ) (1 )n

u

c bQB n b T T T
R T T

θ
σ θ θ

−
−

 
= − = + = − + + 

	 (9)

Здесь 1,c  0 ,σ  1b  и 2b  — постоянные материала, Q  — энергия активации, uR  — универсальная 
газовая постоянная.

Необратимое деформирование материала вызывает в нем рост температуры, для которой 
примем условия

	
0

( , ) ( , )( ,0) 0, 0, 0.
r r R

r t r tr
r r

θ θθ
= =

∂ ∂
= = =

∂ ∂
	 (10)

Условие (10) означает отсутствие дополнительного притока тепла извне, так как целью ис-
следования являлось отслеживание уровня нагрева материала только за счет процессов не-
обратимого деформирования.

Дальнейший рост нагружающих усилий приводит к выполнению условия пластического 
течения (5), (6) на границе трубы .r R=

3. Деформирование материала пробки под действием переменного перепада давления 
с учетом проскальзывания и ползучести

Также, как и в разделе 2, рассматривается материал, составляющий пробку конечной дли-
ны l  в круглой трубе радиуса .R  На поперечных границах пробки заданы условия (7). В отли-
чие от предыдущей задачи, материал пробки может проскальзывать в окрестности жесткой 
стенки трубы .r R=

Пока значение давления невелико, на границе r R=  выполняется неравенство (2) и мате-
риал удерживается в состоянии прилипания к стенке трубы за счет сухого трения. В материа-
ле в это время накапливаются необратимые деформации ползучести по закону (8), (9). Не-
обратимое деформирование вызывает рост температуры в материале, для которой примем 
условия 

	 ( ) ( )
0

,0 0, , 0, ( , ) 0.
r

r r t r R tθ θ θ
=

= ∂ ∂ = = 	 (11)
Далее с ростом функции ( )p t  в некоторый момент времени 1t t=  неравенство (2) при r R=  

перестает выполняться и вместо него используем условие проскальзывания (3). С этого мо-
мента времени материал начинает двигаться и тереться о стенку трубы. Трение вызывает ра-
зогрев материала, поэтому третье условие (11) поменяется на третье условие (4).

В последующий момент времени 2t t=  на границе r R=  начнется вязкопластическое тече-
ние материала пробки, для описания которого также используем соотношения (5) и (6).

4. Деформирование упруговязкопластической среды в трубе при наличии слоя смазки

Рассмотрим задачу о деформировании упруговязкопластического материала и смазки, рас-
положенных в круглой недеформируемой трубе радиуса .R  Считаем, что основной материал 
занимает область 10 ,r r≤ ≤  а смазка — область 1 .r r R≤ ≤  Основной материал и смазка имеют 
разные термомеханические параметры. Полагаем непрерывность перемещений на границе со-
прикосновения основного материала и смазки 1.r r=  Деформирование материалов в трубе 
происходит под действием переменного перепада давления (1), и пока он невелик материалы 
деформируются обратимо. Также предполагаем, что материал смазки удерживается в состоя-
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нии прилипания к стенке трубы, пока остается верным неравенство (2). С ростом нагружаю-
щих усилий в момент времени 1t t=  неравенство (2) обращается в равенство, и смазка начина-
ет проскальзывать вдоль стенки трубы, а значит и разогреваться. С этого момента времени 
принимаем условие (3), а для растущей температуры условия

	 [ ] [ ]
1 1

1 1 0
( , ) 0, ( , ) ( , ) , ( , ) 0, ( , ) 0, 0.

r R r R r r r r r
r t r t u r t r t r r t qθ θ γ θ θ

= = = = =
= = ∂ ∂ = = = 	 (12)

В (12) 0( , ) ( , )z iq q r t T r t rλ θ= = − ∂ ∂  — отличная от нуля компонента вектора теплового по-
тока, iλ  — коэффициенты теплопроводности материала ( 1)i =  и смазки ( 2).i =  Квадратными 
скобками обозначен скачок функции. Последними двумя условиями (12) принимается непре-
рывность температуры и теплового потока между основным материалом и смазкой.

В момент времени 2t t=  на границе r R=  начинается вязкопластическое течение смазки, 
описываемое формулами (5) и (6). Дальнейшее увеличение нагрузки приводит в последующем 
к возникновению и распространению вязкопластического течения и в основном материале.

Заключение

В исследовании получены численные решения ряда неизотермических краевых задач о де-
формировании материалов, помещенных в круглую недеформируемую трубу. К материалам 
прикладывается переменный перепад давления. Повышение температуры материалов проис-
ходит из-за процесса накопления необратимых деформаций, а также почти во всех задачах 
вследствие их трения о шероховатую стенку трубы. Все задачи решены в квазистатической 
постановке. Дополнительно предполагалось, что температура в процессе деформирования не 
достигала температуры плавления. 

В задаче 1 рассмотрены следующие процессы: обратимое деформирование материала; его 
вязкопластическое течение при возрастающем, постоянном и убывающем перепаде давления; 
торможение течения при убывающем перепаде давления; разгрузка и остывание материала 
при полном снятии нагружающих усилий. В задачах 2 и 3 рассмотрены процессы: ползучесть 
материала при возрастающей нагрузке, пластическое течение при возрастающей и постоянной 
нагрузке, торможение течения при убывающем нагружении, разгрузка и остывание. В задаче 
3 также рассмотрен процесс развития течения при убывающем перепаде давления. В задаче 4 
рассмотрены следующие этапы процесса деформирования: обратимое деформирование; воз-
никновение и развитие вязкопластического течения в смазке, а затем и в основном материале 
при возрастающем перепаде давления; вязкопластическое течение в смазке и в материале при 
постоянном перепаде давления; торможение течения при убывающем перепаде давления; раз-
грузка и остывание. 

Все рассмотренные задачи сводятся к системам дифференциальных уравнений в частных 
производных, для решения которых были разработаны алгоритмы на основе конечно-раз-
ностного метода.
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УДК 539.375

ОПРЕДЕЛЕНИЕ T-НАПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 
С ЦЕНТРАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ

Тульский государственный университет

О. С. Перова, И. М. Лавит

Аннотация. Рассматривается плоская задача линейной механики разрушения для пря-
моугольной области с центральной прямолинейной трещиной. В дополнение к коэф-
фициенту интенсивности напряжений определяется T-напряжение, имеющее конечное 
и отличное от нуля значение в кончике трещины. Решение задачи ищется методом ко-
нечных элементов. Необходимость вычисления T-напряжения предъявляет повышенные 
требования к точности решения задачи. С этой целью в дополнение к обычным функци-
ям формы конечных элементов вводятся координатные функции, моделирующие сингу-
лярность поля напряжений в кончике трещины. Для согласования с главными граничны-
ми условиями в качестве таких функций используется аналитическое решение этой же 
задачи для бесконечной области. Результаты расчетов сопоставляются с данными других 
исследователей.
Ключевые слова: разрушение, трещина, метод конечных элементов, метод Ритца — Га-
леркина, T-напряжение.

Введение

В последние десятилетия критерии роста трещины, использующие коэффициенты интен-
сивности напряжений, дополняются за счет учета несингулярных составляющих тензора на-
пряжений в окрестности кончика трещины [1, 2]. Для их вычисления, так же, как и для вы-
числения коэффициентов интенсивности напряжений, используются различные численные 
методы [1], среди которых наиболее универсальным, простым и надежным является метод ко-
нечных элементов [3, 4]. Но функции формы обычных конечных элементов — это многочлены 
невысокого порядка. Поэтому точность аппроксимации полей напряжений в окрестности кон-
чика трещины — особой точки такими элементами невысока. Необходимо модифицировать 
метод конечных элементов, чтобы правильно моделировать асимптотику поля напряжений. 
Одна из таких модификаций представлена ниже. Ее суть в том, что функции, моделирующие 
сингулярность, добавляются во все конечные элементы. Эти функции одни и те же. Тем самым 
обеспечивается межэлементная непрерывность поля перемещений. При этом конечные эле-
менты могут быть любыми. Этот метод можно рассматривать как комбинацию классического 
метода конечных элементов и классического метода Ритца — Галеркина [4]. Координатные 
функции включают в себя как функции с компактными носителями — конечными элемента-
ми, так и функции, имеющие единое аналитическое выражение во всей области.

Область применения метода охватывает практически все квазистатические задачи меха-
ники разрушения, в том числе и для криволинейных трещин. Но чтобы убедиться в точности 
метода и изучить его возможности, нужно рассмотреть фундаментальные задачи. Решение 
одной из них — задачи о растягиваемой прямоугольной области, ослабленной центральной 
трещиной, представлено ниже.

1. Постановка задачи

Рассматривается плоская деформация линейно упругого тела [5]. Поперечное сечение тела 
,S  ограниченное контуром ,L  изображено на рис. 1. Сечение ослаблено прямолинейной тре-
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щиной длиной .a  К контуру сечения приложена распределенная нагрузка .p  Кромки трещи-
ны предполагаются ненагруженными. Сечение и нагрузка симметричны относительно оси 
абсцисс. Таким образом, исследуемая трещина относится к типу трещин нормального разрыва 
[6]. Так как ось абсцисс является осью симметрии задачи, ниже рассматривается только верх-
няя часть поперечного сечения 0.y ≥

Математическая модель основана на известных соотношениях теории упругости, записы-
ваемых как [5]:

	
( )

( )( ) ( )

0; 2;

1 2 ; , , 1, 2; ,
1 1 2

m km km k m m k

km ii km km k k

u u
E i k m x

σ ε

σ νε δ ν ε
ν ν

∂ = = ∂ + ∂

= + − = ∂ = ∂ ∂  + −
	 (1)

где ( )k mu x  — поле перемещений, kmε  — тензор деформаций, kmσ  — тензор напряжений, E  — 
модуль Юнга, ν  — коэффициент Пуассона, kmδ  — символ Кронекера. Далее будем также ис-
пользовать следующие обозначения:

	 1 2 1 2; ; ; .x x y x u u v u= = = = 	 (2)
Решение уравнения равновесия (первое уравнение системы (1)) должно удовлетворять гра-

ничным условиям. Граничные условия могут быть либо главными (кинематическими), либо 
естественными (статическими) [1, 2].

Пусть ,r θ  — полярные координаты точки:
	 cos ; sin .x r y rθ θ= = 	 (3)
В окрестности кончика трещины ( 0)r →  напряжения представляются в виде:
	 (0) (1) ( ),km km km O rσ σ σ= + + 	 (4)

где (0)
kmσ  — сингулярные составляющие тензора напряжений, (1)

kmσ  — несингулярные составля-
ющие, отличные от нуля в кончике трещины. Напряжения (0)

kmσ  и соответствующие им дефор-
мации и перемещения записываются в виде [6]:

	 ( ) ( ) ( )0 0 0; ; ,km I km k I k km I kmK u K u Kσ σ ε ε∗ ∗ ∗= = = 	 (5)
где величины, помеченные звездочкой, известны. Вследствие непрерывности напряжений ( )1

kmσ  
получается:

	 ( ) ( ) ( )1 1 1
12 22 110; ,Tσ σ σ= = = 	 (6)

Рис. 1. Поперечное сечение тела
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где величина T, называемая T-напряжением [1, 2], определяется в процессе решения задачи. 
Для оценки несингулярных напряжений в кончике трещины Ливерс и Радон [7] предложили 
безразмерный параметр B, названный ими двухосевым отношением:

	 .IB T a Kπ= 	 (7)
Таким образом, целью решения задачи является определение IK  и .B  

2. Метод решения задачи

Слабое решение задачи [4] получается из принципа виртуальных работ [5]:

	 ,km km k k
S L

dS p u dLσ δε δ=∫ ∫ 	 (8)

где δ  — символ вариации. Уравнение (8) эквивалентно уравнению равновесия (1) и естествен-
ным граничным условиям. Решение уравнения (8) разыскивается в классе функций, удовлет-
воряющих главным граничным условиям. При этом вариации перемещений на участках гра-
ничного контура, где заданы главные граничные условия, равны нулю.

Для решения задачи используется метод конечных элементов. В данном исследовании ис-
пользовались изопараметрические конечные элементы первого порядка, которые в глобаль-
ных координатах ,x  y  представляют собой произвольные выпуклые четырехугольники [3]. 
В локальных координатах ,ξ  η  все элементы одинаковы (рис. 2). 

Рассмотрим интегрирование в уравнении (8) по одному элементу. Глобальные координаты 
точек элемента определяются формулами:

	
( ) ( ) ( ) ( )

[ ]
; ;

, 1, 2; , 1,1 ,
i j ij i j ijx L L X y L L Y

i j

ξ η ξ η

ξ η

= =

= ∈ −
	 (9)

где ,ij ijX Y  — известные глобальные координаты узла с номером ,ij  ( )IL ζ  — интерполяцион-
ные полиномы Лагранжа, которые в данном случае имеют вид:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 20.5 1 ; 0.5 1 ; 1;1 .L Lζ ζ ζ ζ ζ= − = + ∈ − 	 (10)
Для перемещений точек элемента используются те же функции формы, что и для коорди-

нат. Но для точного моделирования асимптотик перемещений и напряжений к ним добавля-
ются составляющие, определенные равенствами (5). Таким образом, получаем:

	 ( ) ( ) ( ) ( )I I; .i j ij i j iju L L U K u v L L V K vξ η ξ η∗ ∗= + = + 	 (11)

Рис. 2. Конечный элемент в локальных координатах — квадрат. 
Узлы имеют двойную нумерацию
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Вторые слагаемые добавляются в выражения перемещений во все конечные элементы. За 
счет этого обеспечивается межэлементная непрерывность поля перемещений. Конечно, те-
перь величины ,ij ijU V  не являются узловыми перемещениями. Это просто неизвестные коэф-
фициенты при координатных функциях. К ним добавляется еще и коэффициент .IK  Приве-
денных соотношений достаточно, чтобы выполнить интегрирование уравнения (8) по 
элементу. Суммирование вкладов всех конечных элементов и переход к глобальной нумера-
ции переменных приводит левую часть уравнения (8) к виду:

	 [ ] [ ] 1; ; ; , 1, 1; 2 ; .T
m km N Iz a k m N N M z Kδ += = = + = =Z AZ Z A  	 (12)

где Z  — матрица-столбец искомых неизвестных, A  — глобальная матрица жесткости, M  — 
число узлов конечноэлементной сетки, индекс T  обозначает транспонирование. Матрица A 
симметрична и положительно определена. Если бы не было последних строки и столбца, она 
была бы ленточной.

Аналогично находится вклад одного конечного элемента в правую часть уравнения (8). 
Очевидно, что ненулевой вклад дают только те элементы, стороны которых лежат на части 
граничного контура, где приложена нагрузка. В результате суммирования по элементам и пе-
реходу к глобальной нумерации получается матрица-столбец свободных членов [ ],mq=Q  

1, 1.m N= +  Уравнение (8) принимает вид:
	 .T Tδ δ=Z AZ Z Q 	 (13)
Необходимо учесть главные граничные условия. Для рассматриваемой задачи можно вы-

брать функции (5) так, чтобы они удовлетворяли главным граничным условиям (см. ниже). 
Поэтому главные граничные условия (в рассматриваемой задаче они нулевые) удовлетворяют-
ся методом, приведенным в работе [3], без каких-либо изменений. Пусть, например, j-е узло-
вое перемещение должно быть нулевым. Обнуляются j-я строка и j-й столбец матрицы A  за 
исключением диагонального элемента, а также j-й элемент матрицы правых частей .Q  После 
всех таких видоизменений матриц A  и Q  вариационное равнение (13) преобразуется в систе-
му линейных алгебраических уравнений:

	 .T Tδ δ= ⇔ =Z AZ Z Q AZ Q 	 (14)
Коэффициент интенсивности напряжений IK  находится в результате решения системы 

уравнений (14), а несингулярные составляющие тензора напряжений вычисляются, после ре-
шения этой системы, по обычным соотношениям метода конечных элементов. Пусть кончик 
трещины совпадает с каким-либо узлом конечноэлементной сетки. Этот узел входит в два ко-
нечных элемента. Обозначим их через «+» и «–». Пусть ( )

xxσ +  представляет собой несингуляр-
ное напряжение в кончике трещины для одного элемента, а ( )

xxσ −  — для другого. В качестве 
T-напряжения выбирается средняя величина:
	 ( )( ) ( )0.5 .xx xxT σ σ+ −= + 	 (15)

3. Результаты расчетов

Расчетная схема прямоугольной области с центральной трещиной представлена на рис. 3. 
Как легко видеть, задача имеет две оси симметрии. Расчетная схема, учитывающая симметрию 
задачи, изображена на рис. 4. Сформулируем граничные условия задачи. Участок контура AB 
(условия симметрии): 0;u =  0.xyσ =  Первое условие является главным, а второе – естествен-
ным. Участок контура :BC  0;xyσ =  .yy qσ =  Оба условие являются естественными. Участок 
контура CD: 0;xxσ =  0.xyσ =  Оба условие являются естественными. Участок контура DE  (ус-
ловия симметрии): 0;v =  0.xyσ =  Первое условие является главным, а второе — естествен-
ным. Участок контура EA  (линия трещины): 0;xyσ =  0.yyσ =  Оба условие являются есте-
ственными. 
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Необходимо задать соотношения (5), моделирующие сингулярность поля напряжений. Из-
вестно аналитическое решение задачи для плоскости с центральной трещиной [6], то есть при 

, .H W →∞  Перемещения, соответствующие сингулярной части этого решения, удовлетворя-
ют условиям симметрии и, следовательно, главным граничным условиям поставленной зада-
чи. Поэтому в качестве координатных функций для моделирования сингулярной части чис-
ленного решения можно в данном случае взять сингулярную составляющую решения задачи о 
трещине в плоскости [6]. Получаем следующие выражения [6]:

	

[ ]

2 2 1 2 2

2 2 1 2

2 ( ) ( )

2 2 ( ) ( )

1 (3 4 ) ( ) ( ) ( ) ;

( )( ) ; ( ) ; ,
2 2 ( )

xx yy

yy xx xy

z z

i z z z

u iv z z z z
E

z a az z z x iy
a a z a

σ σ ϕ ϕ

σ σ σ ϕ ψ

ν ν ϕ ϕ ψ

ϕ ψ
π π

∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

  ′ ′+ = +  
′′ ′− + = +

+  ′+ = − − − 

−
= = − = +

−

	 (16)

где ( ), ( )z zϕ ψ  — комплексные потенциалы [5], i — мнимая единица. Начало координат располо-
жено в середине трещины (рис. 3). Черта над символом обозначает комплексное сопряжение.

Конечные элементы в глобальных координатах в данном случае – это прямоугольники. 
При проведении расчетов разбиение вдоль осей координат выбрано равномерным, так как 
неравномерность конечноэлементной сетки вносит непредсказуемую погрешность в решение 
задачи. Полагалось 1 2 200.n n n= = =  При этом отличие результатов расчетов от результатов, 
полученных на сетке с 150,n =  составляет менее 0.01 %. Результаты расчетов величины 

Рис. 3. Прямоугольная область с центральной трещиной
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( )I IK K q aπ∗ =  для различных длин трещины и для различных отношений H W  представ-
лены в табл. 1. В ней курсивом показаны результаты Исиды [8]. В табл. 2 даны соответствую-
щие значения параметра .B  Курсивом показаны результаты Фетта [9]. Данные этих таблиц 
демонстрируют приемлемое согласие полученных результатов с результатами предшествую-
щих исследований.

Таблица 1
Зависимость величины IK ∗  от длины трещины и отношения длин сторон прямоугольной 

области с центральной трещиной
a W 0.5H W = 1.0H W = 1.5H W = 2.0H W =
0.1 1.046 

1.046
1.014 
1.014

1.007 
1.007

1.006

0.2 1.175 
1.175

1.056 
1.055

1.029 
1.029

1.025

0.3 1.372 
1.371

1.124 
1.123

1.066 
1.066

1.059

0.4 1.631 
1.629

1.216 
1.216

1.122 
1.122

1.110

0.5 1.969 
1.967

1.334 
1.334

1.203 
1.203

1.188

0.6 2.426 
2.424

1.481 
1.481

1.321 
1.32

1.304

0.7 3.040 
3.04

1.678 
1.68

1.505 1.489

0.8 3.770 1.991 1.830 1.816
0.9 4.487 2.709 2.586 2.576

Рис. 4. Расчетная схема — верхняя четверть области, вырезанная осями симметрии. Конеч-
ные элементы — прямоугольники. Их количество в горизонтальном направлении равно 1n  

(на рисунке 1 4n = ), их количество в вертикальном направлении равно 2n  (на рисунке 2 3n = )
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Таблица 2
Зависимость величины B от длины трещины и отношения длин сторон 

прямоугольной области с центральной трещиной

a W 0.5H W = 1.0H W = 1.5H W = 2.0H W =
0.1 –1.003 

–1.001
–1.006 
–1.007

–1.003 –1.002

0.2 –0.9817 
–0.975

–1.018 
–1.017

–1.010 –1.006

0.3 –0.9060 
–0.892

–1.032 
–1.028

–1.021 –1.015

0.4 –0.7861 
–0.763

–1.042 
–1.037

–1.037 –1.031

0.5 –0.6585 
–0.626

–1.047 
–1.038

–1.064 –1.061

0.6 –0.5560 
–0.519

–1.058 
–1.045

–1.113 –1.115

0.7 –0.4852 
–0.440

–1.103 
–1.092

–1.204 –1.213

0.8 –0.4422 
–0.387

–1.255 
–1.207

–1.394 –1.407

0.9 –0.6475 
–0.632

–1.742 
–1.581

–1.876 –1.890

Заключение

Разработанный метод представляет собой синтез классического метода конечных элемен-
тов и классического метода Ритца — Галеркина. С его помощью удается смоделировать сингу-
лярные составляющие тензора напряжений. Важной особенностью метода является то, что он 
не накладывает никаких ограничений на используемые конечные элементы.

В настоящей статье рассмотрена классическая задача вычислительной механики разруше-
ния — задача о центральной трещине в прямоугольной области. Цель этого — в наиболее яс-
ном изложении сути метода и демонстрации его эффективности. Метод несложно обобщить 
на несимметричные задачи механики разрушения. Более того, его можно применять к реше-
нию задач теории упругости для областей с концентраторами напряжений при условии, что 
известно аналитическое решение задачи для бесконечной области. Это решение включается в 
набор координатных функций численного решения. Конечность области фактически учиты-
вается конечными элементами, как это сделано при решении рассмотренной задачи. Можно 
отметить также простоту метода, что особенно важно для технических приложений. 
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УДК 539.3

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ О РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛН 
В ТОЛСТОСТЕННОМ ЦИЛИНДРЕ

Тульский государственный университет

Д. В. Праведников

Аннотация. В работе предлагается подход к моделированию распространения нестаци-
онарных температурных и механических волн в толстостенном цилиндре бесконечной 
длины. Такие волны могут возникать в среде, например, при ударном тепловом или сило-
вом воздействии на его границе [1–3]. Целью данной работы является постановка задачи 
об распространении таких волн в толстостенном цилиндре, приведение определяющих 
соотношений, требуемых для решения, а также граничных условий.
Ключевые слова: постановка задачи, деформированное состояние, соотношения Дюга-
меля — Неймана, теория Максвелла — Каттанео — Лыкова, распространение волн.

Введение

Для описания напряженного состояния используется тензор истинных напряжений Коши 
Ŝ,  с помощью которого уравнения движения точек цилиндра записываются в виде [4]
	 ,wFρ ρ∇ + =

 


	 (1)
где Ŝ  — тензор истинных напряжений Коши, определяющий внешние поверхностные силы, 
действующие на материальный объем в соответствии с S,ˆ·P n=

 

 n  — вектор нормали к по-
верхности, ∇



 — набла-оператор, ρ  — массовая плотность, F


 — внешние массовые силы.
Для описания деформированного состояния используем тензор бесконечно малых дефор-

маций, компоненты которого выражаются через компоненты вектора перемещений iU  в виде

	 ( ) ( ) ( ),,1, .
2

ji
ij

j i

U X tU X t
M t

x x
ε

∂∂
= +

∂ ∂
	 (2)

Связь напряжений, деформаций и температуры в изотропном теле определяется соотно-
шениями Дюгамеля — Неймана, которые обобщают закон Гука на случай воздействия на тело 
механических нагрузок и изменяющегося температурного поля [5]:

	 ( ) ( )0
1, 2 ( , ) ( .(, )) ,

1 2 1 2ij ii ij T ijX t G X t e X t TXt Tµ µσ ε δ α δ
µ µ

 +
= + − − − − 

  

	 (3)

Здесь G  — модуль сдвига; µ  — коэффициент Пуассона; ijδ  — символ Кронекера; Tα  — 
коэффициент линейного теплового расширения; ( ),T X t



 — температурная функция; 
( , ) ( , )  [ ( )],iie XX t X t div U tε= =


 



 — объемная деформация, связанная с суммой нормальных на-
пряжений ( , ) ( , )iiX t X tσ σ=

 

 соотношением 

	 ( )0
1 2, ( , ) 3 ( , .) )( Te X t X t T X t T

E
µ σ α−

= + −
 

 	 (4)

1. Постановка задачи

В основе классической теории теплопроводности лежит феноменологическое уравнение 
Фурье, связывающее векторное поле плотности теплового потока q  со скалярным полем тем-
пературы T  [3]:

	 ,q grad Tλ= −
 	 (5)

где λ  — коэффициент теплопроводности материала тела.
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Согласно уравнению (5), тепловой поток распространяется в пространстве с бесконечной 
скоростью, поскольку изменение температуры в некоторой области мгновенно сказывается на 
температуре в сколь угодно удаленной от нее точке. В действительности теплота распростра-
няется с конечной, хотя и довольно большой, скоростью, поэтому в большинстве практиче-
ских задач ее можно не принимать во внимание. Однако для некоторых задач теплового удара, 
когда температура поверхности тела или граничащей с ней среды меняется скачкообразно, и 
ряда других процессов этого сделать нельзя. Недостаток закона Фурье в том, что он предска-
зывает бесконечную скорость теплопередачи и не учитывает время запаздывания, которое 
характерно для реальных процессов. Закон Максвелла — Каттанео — Лыкова (или закон Мак-
свелла — Каттанео) является усовершенствованной моделью, которая включает в себя время 
запаздывания и описывает конечную скорость распространения тепла. Этот закон вводится 
путем добавления к уравнению Фурье дополнительного члена, учитывающего, что поток те-
плоты не мгновенно реагирует на изменение градиента температуры. В таких случаях необхо-
димо вместо соотношения (5) для вывода уравнения теплопроводности воспользоваться тео-
рией Максвелла — Каттанео — Лыкова, учитывающей инерцию теплового потока [6]:

	 ,p
qq grad Tλ τ ∂

= − −
∂






	 (6)

где 2/p a wτ =  — время релаксации теплового потока; a  — коэффициент температуропрово-
дности материала; w  — скорость распространения теплоты.

При использовании закона (6) уравнение, описывающее изменение температурного поля в 
среде, принимает вид

	
2

2
2 ,  ,  0.T Ta T r R t

t t
τ∂ ∂

= − > >
∂ ∂

	 (7)

2. Определяющие соотношения и граничные условия 

Для решения задачи о распространении волн в изотропном упругом цилиндре бесконеч-
ной длины запишем уравнения движения и теплопроводности в цилиндрической системе ко-
ординат, считая, что все функции зависят только от радиальной координаты:

	
2

2 2 2
1 1 1 ,

1 T
u u u ur

r r r r c t r
µ α
µ

∂ ∂ ∂ + ∂  − − = ∂ ∂ ∂ − ∂ 
	 (8)

	
2 2

2
2 2

1 ,  ,  0,p
T T T Ta r R t
t r r r t

τ
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + − > > ∂ ∂ ∂ ∂ 
	 (9)

где u  — радиальная компонента вектора перемещения, Tα  — коэффициент линейного тепло-
вого расширения, µ  — коэффициент Пуассона, c  — скорость распространения волны в упру-
гой среде.

Запишем начальные и граничные условия для уравнений движения и теплопроводности:

	 ( )
0

, 0, ;ij t
r t r Rσ

=
= ≥ 	 (10)

	 ( ) 00
, , ;

t
T r t T r R

=
= ≥ 	 (11)

	
1

1,r r r
pσ

=
= −

	
2

2 ;r r r
pσ

=
= − 	 (12)

	 ( )1 , , ,cr R
T r t T r R

=
= ≥
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( )2

0

, 1                                        , 0,
Tr R

T r t
q t

r λ
=

∂
= − >

∂
	 (13)

	
( ) ( )3

3

,
, , 0,cr R

r R

T r t
h T r t T t

r =
=

∂  = − > ∂

	 ( ), ,   , 0.iT r t r R t∞ ≥

Заключение

Приведенная система уравнений (8)–(9) с начальными (10), (11) и граничными (12), (13) 
условиями является основой для численного моделирования распространения механических 
и тепловых волн в цилиндрической конструкции. Разработка и анализ такой модели является 
актуальным и перспективным, поскольку полученные решения могут быть применены к зада-
чам, в которых тело подвержено внешним механическим воздействиям и резкому (ударному) 
изменению внешнего температурного поля.
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УДК 539.3

СИЗИГИИ В СИСТЕМЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ПОЛУИНВАРИАНТОВ 
ДЛЯ ГЕМИТРОПНЫХ МИКРОПОЛЯРНЫХ СРЕД

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев

Аннотация. В работе рассматриваются примеры сизигий для индивидуальных полуин-
вариантов асимметричных тензоров второго ранга в трехмерном пространстве. Рассма-
триваются две эквивалентные системы псевдоинвариантов: (S)-система и (I)-система. 
Приводится полный набор из 86 неприводимых полуинвариантов для системы, состоя-
щей из двух симметричных и двух антисимметричных аффиноров. Для индивидуальных 
инвариантов рассматриваются примеры целых рациональных сизигий. Примеры сизигий 
подобраны так, чтобы продемонстрировать отличие регулярных и нерегулярных, пра-
вильных и неправильных сизигий.
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Введение

При построении математических моделей микрополярных упругих тел важнейшей задачей 
является формулировка потенциала силовых и моментных напряжений [1–6]. Для гемитроп-
ных микрополярных тел такой потенциал необходимо формулировать в терминах полуинва-
риантов для системы, состоящей из одного абсолютного асимметричного тензора и одного 
асимметричного псевдотензора (псевдоаффинора) второго ранга. В этом случае энергетиче-
ская форма потенциала является линейной оболочкой индивидуальных и совместных целых 
рациональных алгебраических инвариантов асимметричного тензора деформаций и градиен-
та поля спинорных перемещений относительно гемитропной (полуизотропной) группы пре-
образований трехмерного пространства.

Вместе с тем, построение полной неприводимой системы индивидуальных и совместных 
полуинвариантов двух асимметричных псевдотензоров является нетривиальной задачей со-
временной алгебры псевдотензоров и теории рациональных инвариантов [7–9]. Устранить 
«лишние» полуинварианты и получить их неприводимый набор позволяют рациональные си-
зигии [7–9]. Целой однородной степени m  рациональной сизигией (syzygy) для набора полуи-
нвариантов 1 2, , , nI I I  назовем полиномиальное соотношение вида:
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где 
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, , ,

ni i ip p p  суть целые числа (Ent( ) ),i ip p=  а суммирование производится по допусти-
мым суммам 

1 2
,

ni i ip p p m+ + + =  ( 1, 2,3, ).m =   Допустимы сизигии разной степени одно-
родности. 

В настоящей работе предлагается среди сизигии выделить два главных класса (регулярные 
и нерегулярные) и два подкласса (правильные и неправильные). К регулярным сизигиям от-
несем такие рациональные сизигии, с помощью которых можно получить целое рациональ-
ное выражение, позволяющие в конце концов устранить из рассмотрения полуинвариантные 
следы, составляющие сизигию. Кроме того, регулярную сизигию назовем правильной отно-
сительно ряда полуинваринатных следов, для которых с ее помощью удается получить целые 
рациональные выражения. Если для какого-либо полуинвариантного следа такое выражение 
получить не удается, то сизигия в отношении этого следа будет считаться неправильной. Если 
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не удается получить никакого целого рационального выражения ни для какого псевдоинва-
риантного следа, то такую сизигию назовем нерегулярной (ясно, что нерегулярная сизигия 
является неправильной для любого, входящего в нее псевдоинвариантного следа).

1. Следы, образующие целый рациональный базис полуинвариантов относительно 
гемитропной группы преобразований в трехмерном пространстве

Простейшую систему полуинвариантов псевдоаффинора j
kT ⋅
⋅  можно задать с помощью 

следов его степеней: 
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где номера 1,2, , , ,k   помещенные снизу символа полуинварианта, являются метаномера-
ми, нумерующими инварианты (S)-системы индивидуальных полуинвариантов.

Альтернативную (I)-систему индивидуальных полуинвариантов, чаще всего использую-
щуюся в механики сплошных сред, можно задать следующим образом: 
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где по индексам, заключенным в квадратные скобки, выполняется операция альтернирования:
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 — обобщенная дельта Кронекера [7]. 
Дальнейшие рассуждения проведем в трехмерном Евклидовом пространстве. Рассмотрим 

систему, состоящую из двух асимметричных тензоров второго ранга. Каждый из этих тензо-
ров можно представить в виде алгебраической суммы симметричной и антисимметричной 
частей, т. е. 

	 , .+ +A V B W
При этом, справедливы следующие равенства: 

	
T T

T T

= , = ,
= , = .

−
−

A A V V
B B W W

Используя результаты полученные ранее в работах [8, 9], для системы, состоящей из двух 
симметричных ,A  B  и двух антисимметричных ,V  W  тензоров второго ранга, можно по-
строить систему инвариантов. Полный набор индивидуальных и совместных гемитропных 
инвариантов указанной системы тензоров состоит из 86 неприводимых элементов [8, 9], упо-
рядоченных согласно [8, C. 65, Табл. 2]:
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Здесь и далее будем опускать операцию внутреннего произведения тензоров, т. е. вместо ⋅A B 
запишем .AB

Система индивидуальных и совместных целых рациональных алгебраических инвариан-
тов и полуинвариантов может быть использована при построении моделей микрополярных 
гемитропных линейных и нелинейных тел. Если в качестве тензров деформаций используются 
асиметричных тензор деформаций ,  а в качестве тензора изгиба–кручения — псевдотензор 
нечетного алгебраического веса ,κ  то для этого следует выполнить следующую замену: 
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2. Примеры целых рациональных сизигий в системе гемитропных псевдоинвариантов 
двух асимметричных тензоров второго ранга

Рассмотрим первый пример. Вычислим сизигию, устраняющую из рассмотрения инвари-
ант 4tr[ ].A  Представим матрицу симметричного тензора второго ранга Mat[ ],A  заданного в 
трехмерном пространстве в диагональном виде: 

	 1 2 3Mat[ ] = diag ( , , ),a a aA 	 (1)
где 1 2 3, ,a a a  суть вещественные собственные числа тензора .A  Указанное представление спра-
ведливо для симметричного тензора в координатной системе, базис которой составлен из вза-
имно-ортогональных собственных векторов тензора .A  Из (1) следует, что 
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A
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откуда 
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Выпишем формулы Ньютона [7] для значений = 1,2,3:k

	
11

1 22 1

1 2 33 2 1

S I = 0,

S IS 2 I = 0,

S IS IS 3I = 0.

−

− +

− + −

Откуда, после несложных преобразований получим: 
	 3

3 3 2 1 1
6 I = 2S 3SS S− +

или в терминах инвариантных следов 
	 3 2 3

3
6 I = 2tr[ ] 3tr[ ]tr[ ] (tr[ ]) .− +A A A A 	 (2)

Далее воспользуемся вспомогательными формулами 
	 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3(tr[ ]) = ( ) = tr[ ] 2( )a a a a a a a a a+ + + + +A A 	 (3)
и, кроме того, 

	 2 2
1 2 1 3 2 3

1 ((tr[ ]) tr[ ]) = .
2

a a a a a a− + +A A 	 (4)

Возведем в квадрат правую часть равенства (4): 

	
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 2 3 3

( ) = ( ) 2( ) =
= ( ) 2 I tr[ ],
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a
+ + + + + + +
+ + + A

откуда находим 

	 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 2 3 3

1( ) = ((tr[ ]) tr[ ]) 2 I tr[ ].
4

a a a a a a+ + − −A A A 	 (5)

Анализируя равенства (3) и (5), в итоге получим: 
	 4 2 2 2 2 2

3
2tr[ ] = 8I tr[ ] 2(tr[ ]) ((tr[ ]) tr[ ])+ − −A A A A A

или с учетом (2) приходим к искомой рациональной сизигии: 

	 4 3 2 3 2 2 2 2 24 3 1 1tr[ ] = (tr[ ] tr[ ]tr[ ] (tr[ ]) )tr[ ] (tr[ ]) ((tr[ ]) tr[ ]) .
3 2 2 2

− + + − −A A A A A A A A A

После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых окончательно получим: 
	 4 3 4 2 2 2 26tr[ ] 8tr[ ]tr[ ] (tr[ ]) 3(tr[ ]) 6tr[ ](tr[ ]) = 0.− − − +A A A A A A A 	 (6)
Сизигия (6) является регулярной и правильной в отношении 4tr[ ],A  поскольку позволяет 

устранить указанный след с помощью рациональной зависимости: 

	 4 4 3 2 2 2 21 4 1tr[ ] = (tr[ ]) tr[ ]tr[ ] (tr[ ]) tr[ ](tr[ ]) .
6 3 2

+ + −A A A A A A A

Тем не менее, в отношении следов 3tr[ ],A  2tr[ ]A  и tr[ ]A  данная выше сизигия является не 
правильной, в силу того, что не представляется возможным получить рациональные соотно-
шения связывающие по отдельности указанные следы с оставшимися. Если вести речь о дроб-
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но-рациональном представлении, то рассматриваемая сизигия будет правильной в отноше-
нии, например, инвариантного следа 3tr[ ].A

Отметим, что доказательство первого примера было проведено для симметричных тензо-
ров второго ранга, используя диагональное представление и формулы Ньютона и Варинга, без 
привлечения теоремы Гамильтона — Кели [10]. Альтернативное доказательство можно прове-
сти с использованием теоремы Гамильтона — Кели справедливой для произвольного псевдо-
тензора второго ранга, вычислив след левой части равенства после предварительного умноже-
ния на .A

Следующий пример касается инвариантных следов целых степеней асимметричного тензо-
ра второго ранга для любого натурального n  справедливо следующее утверждение 

	 2 1tr[ ] = 0,n−W
т. е. след нечетной степени асимметричного тензора второго ранга равен нулю. В этом случае, 
очевидно, имеем регулярную правильную сизигию, устраняющую нулевые инвариантные следы.

Приведем заключительный пример. Рассмотрим векторы, ассоциированные с асимметрич-
ными тензорами второго ранга, в виде 

	 [ ]
[ ]

1 1 1 1= = , = = ,
2 2 2 2

js js i ijs ijs
i ijs ijs js jsw e W e W w e W e W

где ijse  и ijse  — альтернирующие тензоры (абсолютные тензоры третьего ранга).
Отметим важные для дальнейшего рассмотрения свойства альтернирующего тензора: 
	 = = 2 , = = ,ljs ljs l lms ljs l m m l

ijs ijs i ijs ijs i j i je e e eδ δ δ δ δ−   
где ijs  и ljs  — символы перестановок (псевдотензоры с постоянными компонентами третьего ранга).

Вычислим след квадрата асимметричного тензора второго ранга. В этом случае имеем: 

	
2
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tr[ ] = = = =
= 2 = 2 | | .
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w wδ
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− −
W

w
След четвертой степени асимметричного тензора второго ранга вычисляется аналогично: 
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= ( )

sk lm skp h lmq r
kl ms p klh q msr

skp lmq h r spk lqm h r
klh msr p q lhk srm p q

s p p s l q q l h r
l h l h s r s r p q
s p l q s p q l p s l q p s q l h
l h s r l h s r l h s r l h s r p q

W W W W e w e w e w e w
e e e e w w w w e e e e w w w w

w w w w
w w w

δ δ δ δ δ δ δ δ
δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

− −
− − +

W

4

=
= (3 ) =
= ( ) = 2( )( ) = 2 | | .

r

p q q p p q p q h r
h r r h h r r h p q

p q p q h r p q
h r r h p q p q

w
w w w w

w w w w w w w w
δ δ δ δ δ δ δ δ
δ δ δ δ

− − +
+ w

Откуда следует очевидная рациональная сизигия: 
	 4 2 22tr[ ] (tr[ ]) = 0.−W W 	 (7)
Сизигия (7) регулярна и правильна в отношении 4tr[ ],W  поскольку позволяет устранить 

этот след с помощью целой рациональной зависимости: 

	 4 2 21tr[ ] = (tr[ ]) .
2

W W

Однако в отношении следа 2tr[ ]W  сизигия (7) является неправильной, т. к. невозможно 
выразить указанный след через след 4tr[ ]W  никаким целым рациональным соотношением.

Заключение и выводы

В работе рассмотрены примеры рациональных сизигий для целых рациональных геми-
тропных инвариантов системы двух асимметричных тензоров второго ранга. Приведен пол-
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ный набор из 86 инвариантов для системы, состоящей из двух симметричных и двух антисим-
метричных тензоров второго ранга. Изучены примеры рациональных сизигий между целыми 
рациональными гемитропными полуинвариантами системы двух асимметричных псевдоаф-
финоров в трехмерном пространстве. Проведена классификация рассмотренных сизигий на 
два главных класса (регулярные и нерегулярные) и два подкласса (правильные и не правиль-
ные). Полученные результаты могут быть использованы при построении нелинейных геми-
тропных микрополярных моделей [11–13].
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УДК 539.3

ПЛОСКИЕ АКУСТИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ, РАСПРОСТРАНЯЮЩИЕСЯ 
В ГИПОУПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ С НАЧАЛЬНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ

Тульский государственный университет

М. Ю. Соколова

Аннотация. Решена задача об отражении плоских акустических волн от жесткой стен-
ки, ограничивающей полупространство, занимаемое анизотропной средой. Рассмотрена 
анизотропная гипоупругая среда, по свойствам симметрии относящаяся к кубической 
кристаллографической системе. В среде действуют однородные начальные напряжения 
одноосного сжатия. На основании определения вектора Умова — Пойнтинга найдены за-
висимости энергетических коэффициентов отражения для падающих квазипродольной 
и квазипоперечной волн от угла падения. Для рассмотренного материала определены три 
критических угла падения квазипоперечных волн. Выявлено влияние начальных напря-
жений на коэффициенты отражения и значения критических углов.
Ключевые слова: гипоупругость, анизотропия, кубический кристалл, начальные напря-
жения, акустическая волна, вектор Умова — Пойнтинга, энергетические коэффициенты 
отражения, квазипродольная волна, квазипоперечная волна, критические углы падения.

Введение

Распространение упругих волн в средах с начальными напряжениями широко использует-
ся при решении технических задач в различных областях: геофизики и сейсмологии, материа-
ловедения и инженерии, биомеханики и медицины. В работах [1–5] среда рассматривается как 
линейно упругая, а полученные в них уравнения и соотношения составляют основу линейной 
теории распространения упругих волн. Особенностям распространения волн в анизотропных 
средах посвящены работы [2–5].

В работах [6–11] предложена приближенная теория распространения акустических волн 
в анизотропных гипоупругих средах с начальными напряжениями. В работах [6, 7] получены 
линеаризованные в окрестности начального состояния динамические уравнения распростра-
нения акустических волн, а в статьях [8, 9] получены динамические уравнения, записанные 
относительно поля скоростей, и представление для акустического тензора среды с начальны-
ми напряжениями. На основе этих уравнений на примере анизотропного материала с симме-
трией свойств, присущей кристаллам кубической кристаллографической системы, в работах 
[8, 9] проанализировано влияние начальных напряжений на фазовые скорости распростране-
ния волн, а также на ориентацию векторов поляризации, векторов лучевых скоростей и векто-
ров рефракции (при отражении от жесткой стенки) относительно вектора волновой нормали. 
В работе [10] дано определение акустического вектора Умова — Пойнтинга для гипоупругой 
среды с начальными напряжениями.

Целью настоящей работы является решение задачи отражения плоских волн от жесткой 
стенки в случае, когда рассматриваемая среда является начально анизотропной с действую-
щими начальными напряжениями. Такая среда будет рассмотрена в рамках обобщенной моде-
ли гипоупругости. Будут рассчитаны коэффициенты отражения для квазипродольных (QL) и 
квазипоперечных (QS) волн. По результатам численного решения примера для предваритель-
но сжатой анизотропной среды с кубической симметрией свойств будет проанализировано 
влияние начальных напряжений на перераспределение потоков энергии между отраженными 
волнами.
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1. Постановка задачи об отражении плоских волн от жесткой стенки

Рассмотрим плоские волны, распространяющиеся в полупространстве, ограниченном 
жесткой стенкой. Пусть стенка совпадает с одной из плоскостей симметрии анизотропного 
материала, относящегося к кубической кристаллографической системе. Для определенности 
считаем, что жесткая стенка совпадает с плоскостью векторов 2 ,e  3,e  а нормаль к стенке на-
правлена вдоль вектора 1e  (см. рис. 1). В полупространстве действуют начальные одноосные 
напряжения 1 1 1.σ= e eΣ  Рассматриваем волны, распространяющиеся в плоскости векторов 1,e  

2 ,e  и имеющие вектор волновой нормали 1 2cos sin .ϕ ϕ= +n e e  В этом случае плоскость векто-
ров 1,e  2e  является плоскостью падения. В силу симметрии свойств среды отраженные волны 
также распространяются в этой плоскости. Если для падающей волны 0 0 1 0 2cos sin ,α α= +n e e  
то угол 0α  называют углом падения волны.

При падении на жесткую стенку только квазипродольной или только квазипоперечной 
волны от стенки в общем случае отражаются две волны: квазипродольная (QL) и квазипопе-
речная (QS). На рис. 1 введены обозначения для векторов рефракции ,c=m n  где c  — фазо-
вая скорость распространения волны. Для падающей и отраженных волн на поверхности 
жесткой стенки выполняются граничные условия:

	 0 1 2 ,+ + =u u u 0 	 (1)
где 0 1 2, ,u u u  — перемещения, связанные с прохождением падающей и двух отраженных волн.

Для решения задачи об отражении (преломлении) упругих волн обычно полагают, что для 
падающей волны вектор рефракции 0 0 0c=m n  известен, а для отраженных волн векторы 1m  
и 2m  требуется найти. Для этого используют общий закон отражения (преломления) волн, в 
соответствии с которым проекции векторов рефракции падающей и отраженных (преломлен-
ных) волн на поверхность раздела равны между собой [2, 5], а также уравнение поверхности 
рефракции. Уравнение поверхности рефракции для плоских волн, распространяющихся в ги-
поупругой среде с начальными напряжениями, имеет вид [9]:

	 ( )det 0.− =mA E 	 (2)
В уравнении (2) тензор рефракции mA  определяется выражением

	 ( ) ( )1 1 1 1 12
0

1 1 1 1, ,
2 2cρ

  = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − − ⋅ + ⋅    
mA m m N m m mE mm mmΣ Σ Σ Σ Σ 	 (3)

где 0ρ  — плотность среды, N  — тензор упругих свойств среды, 1Σ  — тензор начальных на-
пряжений, E  — единичный тензор.

Отраженные от жесткой преграды поляризованные в плоскости падения волны имеют 
векторы рефракции 1 1 1c=m n  и 2 2 2 .c=m n  В соответствии с общим законом отражения

Рис. 1. Отражение упругой волны от жесткой преграды
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	 0 2 1 2 2 2⋅ = ⋅ = ⋅m e m e m e   или   0 1 2

0 1 2

sin sin sin .
c c c
α α α

= =

Для отраженных волн представим векторы рефракции в виде

	 0
1 1 1 2

0

sin ,
c
αξ= +m e e     0

2 2 1 2
0

sin .
c
αξ= +m e e

Коэффициенты 1 2,ξ ξ  являются корнями уравнения (2) и для отраженных волн принимают 
положительные значения. Поскольку тензор рефракции (3) зависит от начальных напряже-
ний 1,Σ  корни уравнения (2) также зависят от 1.Σ  Углы отражения 1α  и 2α  определяются че-
рез коэффициенты 1 2,ξ ξ  в соответствии с выражениями

	 1 1 1 2 2 2cos , cos .c cα ξ α ξ= =
Для волн, поляризованных в плоскости падения, коэффициенты 1 2,ξ ξ  определяются из 

биквадратного уравнения, коэффициенты которого выражаются через упругие константы ма-
териала 11,C  12 ,C  44 ,C  начальные напряжения ,σ  плотность 0ρ  и характеристику падающей 

волны 0

0

sin .
c
α  Решение такого уравнения может быть получено аналитически, но из-за его 

громоздкости здесь не приводится.

2. Энергетические коэффициенты отражения

Определим энергетические коэффициенты отражения, позволяющие судить о перераспре-
делении энергии, переносимой падающей волной, между отраженными волнами. Для этого 
используем методику, предложенную в работах [4, 11]. Для падающей и отраженных от жест-
кой стенки волн на поверхности раздела сумма проекций векторов Умова — Пойнтинга на 
нормаль к этой поверхности равна нулю [4]. В рассматриваемом случае это условие приводит 
к равенству:

	 0 1 2 0,⋅ + ⋅ + ⋅ =P q P q P q 	 (4)
где 1=q e  — единичная нормаль к поверхности раздела, 0 1 2, ,P P P  — векторы Умова — Пойн-
тинга для падающей и двух отраженных волн.

Проекция вектора Умова — Пойнтинга для каждой из рассматриваемых волн с вектором 
рефракции 1 1 2 2i i im m= +m e e  и вектором поляризации 1 1 2 2i i ip p= +p e e  вычисляется по формуле:

	 1 2 2
1i i i iJ A Fω−⋅ =P q ,

	
( ) ( )

( ) ( )
1 11 1 1 12 2 2 2 44 1 2 2 1

2 2 1 1 2 1 1 1 2 20,5 ,

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

F p C p m C p m p C p m p m

p p m p m p p m p mσ σ

= + + + +

+ − − +
где iA  — амплитуда, iω  — частота волны, индекс 0i =  для падающей волны, 1i =  и 2i =  для 
отраженных волн. 

Определим энергетические коэффициенты отражения отношениями

	
2

1 1 1
1

0 0 0

,A FR
A F

 ⋅
= − = − ⋅  

P q
P q

    
2

2 2 2
2

0 0 0

.A FR
A F

 ⋅
= − = − ⋅  

P q
P q

	 (5)

Амплитудные коэффициенты отражения определяются из условий на границе (1) и равны

	 02 21 01 221

0 11 22 12 21

,p p p pA
A p p p p

−
=

−
   01 12 02 112

0 11 22 12 21

.p p p pA
A p p p p

−
=

−
	 (6)

В соответствии с (4) 1 2 1.R R+ =  В линейной теории распространения упругих волн коэф-
фициенты отражения 1R  и 2R  представляют собой отношения потоков энергии, переносимых 
отраженными волнами, к потоку энергии, переносимой падающей волной. В гипоупругой сре-
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де с начальными напряжениями энергетические коэффициенты отражения зависят от вели-
чины действующих напряжений. 

Далее приведены результаты расчетов энергетических коэффициентов отражения для ку-
бического материала, степень анизотропии которого 44

11 12

2 1,73.C
C C

=
−

 В расчетах принимались 

следующие значения напряжений, отнесенные к величине 11 120,5( ):C C−  0 0,σ =  1 0,15,σ = −  
2 0, 29,σ = −  3 0, 44.σ = −  На рис. 2 и 3 приведены зависимости энергетических коэффициентов 

отражения 1R  и 2R  от угла падения 0 ,α  полученные по формулам (5), (6) для значений сжима-
ющих напряжений 0 1 3, , .σ σ σ  На рис. 2 падающая волна является квазипродольной, на рис. 3 
падающая волна — квазипоперечная.

3. Обсуждение результатов расчетов

Анализ результатов показывает, что действие в среде начальных напряжений приводит к 
перераспределению потоков энергии между отраженными волнами. Особенно ярко этот эф-
фект проявляется, если падающая волна является квазипродольной. В рассматриваемом при-
мере действие сжимающих напряжений приводит к увеличению энергии, переносимой отра-
женной QL волной в направлении нормали к поверхности раздела. При этом уменьшается 
энергия, переносимая отраженной QS волной в этом направлении. Если падающая волна яв-
ляется квазипоперечной, то действие сжимающих напряжений приводит к обратному эффек-
ту. Энергия, переносимая отраженной QS волной, увеличивается, а переносимая отраженной 
QL волной – уменьшается. Однако, при падении квазипоперечной волны одна из отраженных 
волн является квазипродольной для всех углов падения, меньших первого критического зна-
чения 1

0 28 .α ≈ °
Дальнейший рост угла падения квазипоперечной волны приводит к тому, что в рассматри-

ваемом полупространстве распространяется только отраженная QS волна. Энергетический 
коэффициент отражения 1R  при этом становится равным 0, а 2 1.R =  Эти значения сохраняют-
ся до тех пор, пока угол падения квазипоперечной волны не достигнет второго критического 
значения 2

0 46 .α ≈ °  При углах падения квазипоперечной волны больших 2
0α  обе отраженные 

волны являются квазипоперечными. Перераспределение энергий между первой и второй от-
раженными QS волнами значительно зависит от действующих напряжений. С ростом величи-
ны сжимающих напряжений энергия, переносимая QS1 волной, уменьшается, а переносимая 
QS2 волной — увеличивается. 

Рис. 2. Энергетические коэффициенты отражения QL (пунктирная линия) 
и QS (сплошная линия) волн при падении QL волны
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Когда угол падения квазипоперечной волны превышает третье критическое значение 
3
0 62 ,α ≈ °  потоки энергии перестают отражаться от жесткой стенки. Это объясняется «сносом» 

энергии падающей волны. При 3
0 0α α>  для падающей квазипоперечной волны проекция век-

тора Умова — Пойнтинга на направление нормали к поверхности раздела оказывается поло-
жительной, и энергия не отражается от жесткой стенки.

Понятие о критических углах падения квазипоперечных волн введено в работе [4]. Отме-
тим, что приведенные на рис. 3 результаты расчетов показывают зависимость критических 
значений угла падения от величины действующих сжимающих напряжений. В рассмотренном 
примере величины критических углов уменьшаются с ростом величины сжимающего напря-
жения. В наибольшей степени это сказывается на величине второго критического угла 2

0 .α

Заключение

В данной работе решена задача об отражении плоских волн, распространяющихся в ани-
зотропной среде с начальными напряжениями, от жесткой стенки, и определены энергетиче-
ские коэффициенты отражения QL и QS волн, поляризованных в плоскости падения.

Показано, что коэффициенты отражения зависят от действующих в среде предварительных 
сжимающих напряжений. Эта зависимость усиливается с ростом величины напряжений. Ука-
занный эффект может быть использован для управления интенсивностями отраженных волн, 
например, в медицинских технологиях HIFU-терапии (High-Intensity Focused Ultrasound). В 
акустооптических приборах, где требуется высокая точность работы, начальные напряжения 
могут быть нежелательными. Полученные в статье результаты позволяют учесть влияние на 
работу этих приборов начальных напряжений, например, тепловых.
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УДК 539.376

ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛЗУЧЕСТИ СПЛАВА P110 ДЛЯ ОЦЕНКИ ГЕРМЕТИЧНОСТИ 
ПРЕМИАЛЬНЫХ РЕЗЬБОВЫХ СОЕДИНЕНИЙ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

К. С. Стрелков

Аннотация. В работе приведены результаты испытаний на ползучесть образцов спла-
ва P110, используемого при производстве труб нефтегазового сортамента с резьбовыми 
соединениями класса «Премиум». Для моделирования процесса ползучести при эксплуа-
тации резьбового соединения в рамках исследования было проведен подбор параметров 
модели деформационного упрочнения путем решения нелинейного дифференциального 
уравнения методом Рунге — Кутты 4-го порядка. Также для оценки релаксации контакт-
ных давлений в радиальном уплотнении «металл-металл» вследствие ползучести, приве-
дено сравнение модели деформационного упрочнения с моделью Максвелла — Вихерта 
для вязкоупругого тела при нагружении резьбового соединения внутренним давлением 
и растяжением.
Ключевые слова: ползучесть, закон деформационного упрочнения, премиальные резьбо-
вые соединения, модель Максвелла — Вихерта, релаксация контактных давлений, релак-
сация контактных давлений.

Введение

Современные премиальные соединения, широко применяемые в конструкциях нефтега-
зовых скважин, включая месторождения с экстремальными условиями, характеризуются на-
личием оптимизированного резьбового профиля и специального уплотнительного элемента, 
создающего радиальный натяг. Именно этот натяг формирует зону контактного давления, 
отвечающую за герметичность. Однако в условиях длительного воздействия высоких темпе-
ратур (до 350 °C) и постоянных механических нагрузок проявляется ползучесть материала, 
потенциально ведущая к потере герметизирующих свойств [1]. Для описания релаксации кон-
тактных давлений в радиальном уплотнении возможно использование различных механиче-
ских моделей. Сравнение таких моделей при имитации эксплуатации премиального резьбово-
го соединения собственной разработки приводится в данной работе.

1. Экспериментальное и теоретическое исследование ползучести

1.1. Проведение испытаний на ползучесть

Для получения кривых ползучести при различных температурах, в лаборатории «Гибрид-
ные наноструктурные материалы» НИТУ МИСИС были проведены испытания на одноосное 
растяжение с выдержкой 300 часов. Данные были получены при 150 °C, 250 °C и 350 °C при 
уровне напряжения, соответствующем 95 % от минимального предела текучести, полученно-
го при предварительных статических испытаниях на одноосное растяжение в условиях АО 
«Выксунский металлургический завод». Данный уровень напряжений соответствует уровню 
эквивалентных напряжений по Мизесу, для которого проводятся комплексные квалификаци-
онные испытания резьбовых соединений труб нефтегазового сортамента [2]. Для испытаний 
были использованы образцы, вырезанные из муфтовой заготовки, из которой в дальнейшем 
были изготовлены образцы премиального резьбового соединения OMK VEGA [3]. Образцы 
для испытаний и испытательная машина Instron M3 представлены на рис. 1.
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1.2. Подбор параметров модели ползучести

В ходе испытаний было выявлено, что при температуре 350 °C кривая обладает как первич-
ной, так и вторичной стадиями ползучести, тогда как для остальных двух кривых нет характер-
ной первичной стадии. В связи с этим, для возможности описания обеих стадий, была выбра-
на модель деформационного упрочнения. Эта модель построена на основе степенного закона 
Нортона [4] с учетом накопленной деформации ползучести и температурной зависимости:

	 32 4
1 exp ,CCc

c
d CC
dt T
ε σ ε  = − 

 
ýêâ 	 (1)

где cε  — эквивалентная деформация ползучести; σ ýêâ  — эквивалентное напряжение, МПа; 
T  — температура, К; 1,C  2 ,C  3,C  4C  — постоянные, которые подбираются на основе экспери-
ментальных данных, причем 4 /C Q R=  (Q  — энергия активация, Дж; R  — газовая постоян-
ная, Дж/(моль·К)).

Для подбора параметров уравнения (1) был реализован следующий алгоритм:
1) численно решается нелинейное дифференциальное уравнение (1) для каждого набора 

постоянных методом Рунге — Кутты 4-го порядка;
2) оптимизация методом наименьших квадратов:

	 2
1 2 3 4

1
( ( , , , )) min,

n

i i
i

f C C C Cε ε
=

= − →∑ ýêñï ìîä 	

где iε
ýêñï  — экспериментальное значение деформации ползучести для i-й точки кривой; 
1 2 3 4( , , , )i C C C Cε ìîä  — значение модели деформационного упрочнения для i-й точки кривой.

3)	вычисление коэффициента детерминации для оценки дисперсии, объясненной моделью:
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Рис. 1. Машина для испытаний на ползучесть и испытательные образцы
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Экспериментальные данные и кривые, полученные при помощи модели деформационного 
упрочнения представлены на рис. 2. Коэффициенты детерминации для кривых 350 °C, 250 °C 
и 150 °C составляют 0.99, 0.43 и 0.01 соответственно. Такие низкие значения для кривых 250 °C 
и 150 °C объясняются тем, что при таких температурах на заданном интервале выдержки полз-
учесть проявляется незначительно и погрешность оборудования вносит определенный раз-
брос данных, которые сложно описать единым законом (1). Стоит отметить, что в рамках дан-
ного исследования наибольший интерес представляет именно кривая при температуре 350 °C 
как наиболее критичный режим нагружения резьбового соединения. При этом если исклю-
чить из (1) температурную зависимость и подбирать параметры 1,C  2 ,C  3C  каждой кривой 
отдельно, можно существенно увеличить качество аппроксимации.

Для проверки корректности подбора параметров, было проведено моделирование условий 
испытаний методом конечных элементов (МКЭ). Была построена конечно-элементная модель 
четверти цилиндрического образца в осесимметричной постановке. Распределение деформа-
ций ползучести в конечно-элементной модели и сравнение экспериментальной и теоретиче-
ской кривой для температуры 350 °C представлены на рис. 3. 

2. Сравнение модели деформационного упрочнения и модели Максвелла — Вихерта 
для оценки герметичности премиального резьбового соединения

Для анализа герметичности резьбового соединения класса «Премиум» необходимо оце-
нить релаксацию контактных давлений в радиальном уплотнении вследствие ползучести. Для 

Рис. 2. Экспериментальные данные и кривые, 
полученные с помощью модели деформационного упрочнения
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этого была построена осесимметричная модель резьбового соединения OMK VEGA собствен-
ной разработки в программном комплексе ANSYS. На торце трубы была приложена осевая 
нагрузка. В центральной части муфты были заданы условия симметрии. На внутренней по-
верхности трубы и муфты, по поверхностям упорного торца ниппеля и упора раструба было 
задано внутреннее давление. Для поверхности радиального уплотнения был задан алгоритм 
давления проникновения, который реализует приложение давления исходя из уровня кон-
тактных давлений. Для его реализации был написал скрипт на языке APDL. Нагружение про-
водилось в несколько этапов:

1) вывод контактных поверхностей модели из перекрытия;
2) приложение нагрузки растяжения и внутреннего давления (самый критичный режим 

испытаний);
3) выдержка нагрузки в течении заданного промежутка времени.
Величины нагрузок подбирались в упругой области эллипса текучести по Мизесу, постро-

енного в координатах «осевая нагрузка-внутреннее давление». Этап нагружения 2 представ-
лен стрелкой на рис. 4.

Для оценки влияния ползучести на релаксацию контактных давлений было проведено срав-
нение двух моделей: модель деформационного упрочнения (1) и модель Максвелла–Вихерта для 
вязкоупругого тела, описанная в работе [1]. Данная модель основана на представлении модуля 
релаксации в виде рядов Прони. Для определения параметров решается следующее уравнение:

	 0 ,ij j jE T m eα = 	 (3)
где α  — калибровочный коэффициент; 0E  — мгновенный модуль упругости; ijT  — компонен-
ты тензора времен релаксации, jm  — компоненты тензора безразмерных параметров Прони, 

je  — компоненты тензора изменения мгновенного модуля.

Рис. 3. Распределение эквивалентных деформаций ползучести в модели 
и сравнение экспериментальной и расчётной кривых
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Метод Монте-Карло применялся для определения оптимального числа точек n = 6 для ре-
шения уравнения (3). Дальнейшее увеличение числа точек не влияет на качество аппроксима-
ции. Стоит отметить, что данная модель является линейной и не позволяет описывать нели-
нейные эффекты. В том числе по этой причине для соответствия параметров применялся 
калибровочный коэффициент 1,06.α =

Для оценки герметичности был введен следующий критерий по газонепроницаемости, ос-
нованный на анализе распределения контактных давлений в уплотнительном узле [5]:

	 / ,g a acn W W=    ( ) ,
s

s

w
k

a
w

W p x dx
−

= ∫    ( / ) ,m
ac aW B q p= 	 (4)

где ( )p x  — распределение контактного давления в определенный момент времени; sw  — полуши-
рина контактной зоны, мм; параметры для случая отсутствия резьбоуплотнительной смазки (со-
ответствует методике испытаний [2] при использовании процедуры прогрева образца): 1.4,k =  

0.838,m =  10B =  Мпаk · мм; q — заданное давление, МПа; ap  — атмосферное давление, МПа.
Результаты конечно-элементного моделирования с учетом двух подходов представлены на 

рис. 5. 

Рис. 4. Эллипс текучести по Мизесу и выбранное сочетание нагрузок для оценки герметичности

Рис. 5. Распределение контактных давлений на уплотнительной поверхности 
в начальный момент нагружения и после выдержки 600 часов для двух моделей
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Анализируя рис. 5, можно заключить, что смещение пятна контакта для модели деформа-
ционного упрочнения значительно выше, чем для модели Максвелла — Вихерта. При этом 
ширина контактной зоны также уменьшается значительно сильнее, тогда как максимальное 
значение контактных давлений выходит примерно на один уровень. Из рис. 6 видно, что паде-
ние запаса по газонепроницаемости в течении 600 часов составляет 92 % для модели деформа-
ционного упрочнения и 85 % для модели Максвелла — Вихерта. При этом важно отметить, что 
в случае применения модели деформационного упрочнения, согласно критерию (4), конструк-
ция должна терять герметичность уже после 300 часов непрерывного нагружения.

Заключение

В работе представлены результаты исследования ползучести труб нефтегазового сорта-
мента производства АО «Выксунский металлургический завод» и представлена аппрокси-
мация полученных кривых ползучести при помощи модели деформационного упрочнения и 
вязкоупругой модели Максвелла — Вихерта. Также при помощи количественной оценки гер-
метичности показано, что модель деформационного упрочнения дает наиболее консерватив-
ную оценку по ресурсу резьбового соединения. Полученные результаты можно использовать 
при проектировании резьбовых соединений класса «Премиум» и оценки их эксплуатацион-
ной способности.
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Аннотация. Рассматриваются вопросы устойчивости нелинейно-вязкоупругих сред с за-
тухающей памятью в задачах механики деформируемого твердого тела, по отношению к 
наложенным конечным деформациям. После наложения на основной процесс деформи-
рования конечных деформаций, линеаризации полученных соотношений не производит-
ся. Возмущения перемещений представляются в виде рядов по собственным функциям, 
относительно которых предполагается, что они являются решениями соответствующих 
линеаризированных уравнений, и удовлетворяют геометрическим граничным условиям 
для линеаризированных задач. После составления вариационных уравнений принципа 
возможных перемещений задача сводится к исследованию устойчивости нулевого реше-
ния бесконечной системы обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами. Для полученной системы строится функция, которая, при определен-
ных ограничениях на начальные возмущения будет функцией Ляпунова. Для нахождения 
размерности странного аттрактора полученной динамической системы используются 
найденные бифуркационные значения для амплитуд возмущений перемещений.
Ключевые слова: устойчивость, нелинейная вязкоупругая среда, конечные возмущения, 
странный аттрактор.

Основные соотношения для нелинейно-вязкоупругой среды возьмем в виде [1]. Следуя 
[2, 3] рассмотрим три состояния тела: первое — естественное, когда в сплошной среде отсут-
ствуют напряжения и деформации, а температура не зависит от времени и координат. Второе 
получается из первого под действием постоянных во времени механических и тепловых на-
грузок по истечении времени, достаточного для того, чтобы в теле полностью закончились 
процессы ползучести и релаксации. Величины этого состояния отметим ноликом вверху, при-
чем они не зависят от времени. Третье состояние движения достигается термомеханическим 
возмущением второго состояния. Все величины этого состояния будем отмечать штрихом, и 
представлять в виде суммы величин, относящихся ко второму состоянию и возмущений со-
ответствующих величин. Возмущения будем считать малыми, но конечными и не будем их 
отмечать никаким индексом. Линеаризации соответствующих уравнений проводить не будем.

Третье состояние характеризуется:
– вектором перемещений

	
0

,u u u′ = +
– тензором деформаций 

	
0

,E E E′ = +
– тензором напряжений

	
0

,S S S′ = +
– температурой

	
0

θ θ θ′ = +
и т. д.
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Представим соотношения термомеханики в декартовых координатах естественного состо-
яния. Конечная начальная деформация, отвечающая перемещению 

0
,u u=  определяется по 

формулам [1], в которых надо поставить нолики над всеми величинами. Этим же соотношени-
ям удовлетворяют и величины со штрихами. Учитывая это можно получить соотношения для 
возмущений, считая, что величины с ноликом известны. В результате получаем соотношения 
для возмущений тензора деформаций и инвариантов тензора деформаций

	 ( ) ( )1 2 ,E E E= +

	
0 01 1(1) ( ), (2) ,

2 2

T
T T TE H H H H H H E H H= + + + = 	 (1)

	
2 4 6

1 1 2 2 3 3
1 1 1

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ).
i i i

J E J i J E J i J E J i
= = =

= = =∑ ∑ ∑
Для возмущений тензора напряжений получим соотношения

	
1

( ), / ,
N

R
i

S S i S T ρ∞
∗

=

= =∑ 	 (2)

где T∗  — второй тензор напряжений Пиолы — Киргоффа, а реологическая связь в возмущени-
ях берется в виде [1].

Уравнения движения и граничные условия в возмущениях примут вид

	
0

0

* * * ,i i i
ik kj kj kj R i R ii

j k k k

u u uT T T b x
X X X X

δ ρ ρ
  ∂ ∂ ∂∂   + + + + =
  ∂ ∂ ∂ ∂
  

 	 (3)

	
0

0

* * * .i i i
ik kj kj kj rj i

k k k

u u uT T T n p
X X X

δ
  ∂ ∂ ∂  + + + =
  ∂ ∂ ∂
  

Следуя [4] составим вариационные уравнения метода Бубнова — Галеркина, соответству-
ющие нелинейной краевой задаче (1)–(3).

Решение нелинейной краевой задачи будем искать в виде
	 ( , ) ( ) ( ),i k nm inm ku X t f t Xϕ= 	 (4)

	
0 0 0 0

(0), , , ( ) , , ,k kt E X f t E Xθ θ ψ θ   =   
   

где функции ϕ  и ψ  выбираются как известные решения линеаризированных задач.
Если рассмотреть несвязанную задачу термовязкоупругости, то общая задача распадается на 

решение задачи теплопроводности и решение задачи термовязкоупругости, в которой механи-
ческие свойства материала считаются зависящими от температуры и начальных деформаций.

Используя (4) получим систему дифференциальных уравнений второго порядка относи-
тельно амплитуд возмущений

	 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 3 ... 0,Af B f C f f D L f K f K ff K fffθ θ+ + + + + + + + =     	 (5)
где коэффициенты имеют следующий вид

	 ,T

V

A dVϕϕ= ∫

	 ( ) ( )
0

(1)
0 ,

t

V

B f f I H E H dVG dτ
−∞

 = +  ∫ ∫ 

	 ( ) (1) ,
t o

V

C f f H EHdVG dτ
−∞

= ∫ ∫ 
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	 ( )
0

(2) ,
t

V

D f I H H dVG dθ ψ τ
−∞

  = +    ∫ ∫  	 (6)

	 ( ) (1) ,
t

V

L f HdVG dθ ψ τ
−∞

= ∫ ∫ 

	 ( )0 (1) (0)
1 ,

V

K I H S S H HdV = + + ∫
	 ( )0 (2) (1)

2 ,
V

K I H S S H HdV = + + ∫
	 ( )0 (3) (2)

3 ,
V

K I H S S H HdV = + + ∫
а f  представляет собой вектор 11 12{ , , , }.nmf f f f= ⋅⋅⋅

Введем функцию

	
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3
1 1 1 1 ...
2 2 3 4

.
t t t t

Aff K ff K fff K ffff

B f f d C f f d D fd L f dτ τ θ τ θ τ
−∞ −∞ −∞ −∞

Π = + + + + +

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫



      

	 (7)

Если функция (7) будет положительно определенной для тех значений начальных коорди-
нат и скоростей, которые не превосходят величин, найденных из соотношений

	 0; 0; 0,
ff θ

∂Π ∂Π ∂Π
= = =

∂ ∂∂
	 (8)

то согласно первой теореме Ляпунова об устойчивости нулевое решение системы (5) будет 
устойчиво в этой области, так как производная от функции (7) в силу системы (5) будет не-
отрицательна.

Из соотношений (8) находится конечная цепочка бифуркационных значений { },nmf  из ко-
торых вначале реализуется минимальное. По сценарию Рюэля — Такенса [5, 6], динамическая 
стохастичность в нелинейной системе может развиться после конечной последовательности 
бифуркаций, которые обеспечивают достижение хаотического режима. Последовательность 
{ }nmf  может быть использована для вычисления корреляционной размерности фрактала. Ком-
пьютерные алгоритмы вычисления размерности Минковского d  опираются на соотношение

	 ( )log log log ,N C dε ε= −

где ( )N ε  — минимальное число клеток со стороной ,ε  необходимых для покрытия фрактала, 
C  — константа. Приближение находится по методу наименьших квадратов [7].

Найденная размерность фрактала позволяет вычислить размерность фазового простран-
ства динамической системы, которое моделирует процессы, происходящие в первоначальной 
системе и тем самым ограничить количество слагаемых в рядах (4) размерностью простран-
ства, в которое вложен фрактал.
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Аннотация. Впервые получены уравнения согласования граничных условий в углах кри-
волинейной пластины, выполнение которых необходимо для получения решения. Систе-
ма уравнений согласования граничных условий получается с помощью выполнения усло-
вий непрерывности перемещений и их производных различного порядка при подходе к 
углу по одной и затем по другой стороне данного угла. Невыполнение уравнений согла-
сования граничных условий при постановке задачи приводит к большим неустранимым 
ошибкам.
Ключевые слова: криволинейная пластина, уравнения согласования граничных условий, 
быстрые разложения, аналитическое решение, бигармоническое уравнение.

Введение

Существуют работы, где отмечается важность выполнения условий согласования при ре-
шении краевых задач [1–9]. Наличие разрывов противоречит физическому смыслу и потому 
необходимо выполнение уравнений согласования граничных условий (УРСГУ). Невыполне-
ние УРСГУ приводит к разрывам, неустранимым погрешностям, появлением негативного 
эффекта Гиббса [10, 11] и неудовлетворительной сходимости рядов Фурье. При дифферен-
цировании разрывной функции возникает большая неустранимая погрешность. Выполнение 
УРСГУ позволяет устранить подобные недостатки. 

Задача о напряженно деформированном состоянии упругой пластины криволинейной 
формы имеет большое значение при разработке различных инженерных конструкций [12]. 
Из решений двумерных задач для неоднородного бигармонического уравнения равновесия 
упругой пластины следует отметить монографию [12], где рассмотрено много различных ва-
риантов закрепления границы прямоугольной пластины. Граничные условия во всех задачах в 
[12] записаны однородными и потому удовлетворяют условиям УРСГУ. Решения получаются 
с высокой точностью. В работе [13] предложен альтернативный разностному и вариацион-
но-разностному метод решения задач с эллиптическим оператором второго порядка в обла-
сти, состоящей из совокупности прямоугольников. При этом выполнение УРСГУ для каждого 
прямоугольника в его углах, а также возможность многократного дифференцирования рядов 
и погрешность, не обсуждаются. В решениях задач с трещинами, когда область сложная, в [14] 
и других работах с трещинами УРСГУ не приводятся. В настоящей работе впервые будут за-
писаны в явном виде УРСГУ в углах криволинейной границы.

Постановка задачи для криволинейной упругой пластины 

Область криволинейной упругой пластины Ω  зададим неравенствами:
	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , .a x a f x y f x f x f xΩ − ≤ ≤ ≤ ≤ < 	 (1)
С двух сторон пластина Ω  ограничена прямыми ,x a= −  ,x a=  две другие стороны криво-

линейные 
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )6

1 2 1 2 1 2, , , , .y f x y f x f x f x f x f x C a x a= = < ∈ − ≤ ≤
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Запишем неоднородное бигармоническое дифференциальное уравнение равновесия упру-
гой пластины 

	 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

4 4 4 3

4 2 2 4 2

, , , ,
2 , .

12 1
U x y U x y U x y Q x y EhD

x x y y D ν
∂ ∂ ∂

+ + = =
∂ ∂ ∂ ∂ −

	 (2)

Здесь ( , )Q x y  — нагрузка по нормали к поверхности пластины, D  — изгибная жесткость, 
E  — модуль Юнга, ν  — коэффициент Пуассона, h  — толщина пластины. 

В дальнейшем для упрощения записи формул и вычислений функцию ( , )U x y  будем запи-
сывать без указания переменных , ,x y  т. е. в виде ( , )U x y U=  за исключением случаев, когда 
координаты ( , )x y  принимают конкретные значения. Также с целью упрощения записи выра-
жений там, где будет встречаться индекс ,k  не будем указывать каждый раз, что k  принимает 
только значения 1,2.k =  Значение 1k =  указывает на принадлежность выражения к нижней 
стороне пластины, при 2k =  — к его верхней стороне.

На каждой из четырех частей границы Γ  области Ω  для U  зададим по два условия – зна-
чение U  и ее нормальную к Γ  производную:

	 ( ) ( ) ( )3 4, , , .
x a x a

x y U y U yϕ ϕ
=− =

∈Ω = = 	 (3)

	 ( ) ( )3 4, .
x a x a

U x y U x yψ ψ
=− =

∂ ∂ = ∂ ∂ = 	 (4)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
k k

k k ky f x y f x
U x U xϕ ψ

= =
= ∂ ∂ =n 	 (5)

	 ( )( ) ( )( )2
,1 , 1 ,k k k k k kf x N N N f x′ ′− = +n = 	 (6)

где ( )6
1 4 1 4( , ) ( ),Cϕ ϕ ψ ψ÷ ÷ ∈ Ω  1 2,n n  — единичные векторы нормалей к границам ( ),ky f x=  

направленные в сторону ( ).ky f x>  Вектор 1n  направлен внутрь ,Ω  вектор 2n  — наружу. 

Вывод уравнений согласования граничных условий (УРСГУ)

Определение УРСГУ: уравнениями согласования граничных условий (3)–(5) будем называть до-
полнительные равенства, содержащие только заданные функции из постановки задачи (1)–(6). 

Выполнение УРСГУ накладывают дополнительные ограничения на допустимые задания 
граничных условий (3)–(5). Если УРСГУ не выполняются, то в постановке задачи в гранич-
ных условиях будут использованы разрывные функции и потому решение потеряет гладкость. 
Кроме того, задание граничных условий непрерывными согласуется с физическим смыслом 
задачи.

Задание области Ω  в виде (1) предполагает наличие на её границе Γ  четырех углов с коор-
динатами ,x a= ±  ( ).ky f a= ±  Из условий непрерывности перемещений в углах Γ  запишем 
первые четыре УРСГУ:

	 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )3 4, .k k k kf a a f a aϕ ϕ ϕ ϕ− = − = 	 (7)

Условия (7) имеют простой геометрический смысл: перемещения материальных точек пла-
стины в углах должны быть непрерывными. 

Дополнительно к (7) ниже получим еще восемь уравнений согласования между произво-
дными от перемещения в углах Γ  следующими рассмотрениями. На одной стороне угла в (3)–
(6) задана функция U  и её нормальная производная к данной стороне. Но производную от 
перемещения в таком же направлении имеем из граничного условия на другой стороне данно-
го угла. Отсюда получаем одно уравнение согласования. Для каждого угла будем иметь по два 
подобных условий согласования — для частной производной по x  и для частной производной 
по y, т. е. всего 8. Получение указанных УРСГУ в явном виде выполним следующими матема-
тическими действиями. 
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Построим четыре УРСГУ из условия непрерывности производной U x∂ ∂  в каждом углу 
границы .Γ  Вычислим производную по x  от функции U  как сложную функцию, заданной в 
условиях (5):

	 ( )( ) ( )( )
( )

.
k k

ky f x y f x
d U dx U x f x U y

= =
′= ∂ ∂ + ∂ ∂ 	 (8)

Штрихом в (8) и в дальнейшем будем обозначать производную по той единственной пере-
менной ,x  или ,y  от которой зависит данная функция. 

Продифференцируем по x  левую и правую части граничных условий (5) с учетом форму-
лы (8):

	 ( )( )( )
( )

( ).
k

k ky f x
U x f x U y xϕ

=
′ ′∂ ∂ + ∂ ∂ = 	 (9)

Для подстановки в (9) производную U y∂ ∂  при x a= ±  вычислим с помощью дифферен-
цирования по y  условий (3):

	 ( ) ( )3 4, .
x a x a

U y y U y yϕ ϕ
=− =

′ ′∂ ∂ = ∂ ∂ = 	 (10)
После подстановки производных U x∂ ∂  из (4) и U y∂ ∂  из (10) в уравнение (9) получим 

дополнительно к (7) четыре УРСГУ:

	
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

3 3

4 4

,

.
k k k k

k k k k

x a f a f a f a a

x a f a f a f a a

ψ ϕ ϕ

ψ ϕ ϕ

′ ′ ′= − ⇒ − + − − = −

′ ′ ′= ⇒ + =

ïðè

ïðè
.	 (11)

Уравнения (11) совместно с (7) составляют восемь независимых УРСГУ. 
Кроме (7) и (11) можно получить четыре УРСГУ, используя условия непрерывности произ-

водной U y∂ ∂  в каждом углу границы .Γ  Для этого второе равенство в (5) умножим на kN  и 
перепишем его в развернутом виде, используя формулы для векторов ,kn  приведенные в вы-
ражениях (6):

	 ( )( )
( )

( ).
k

k k ky f x
f x U x U y N xψ

=
′− ∂ ∂ + ∂ ∂ = 	 (12)

Подставим в (12) производную U y∂ ∂  из (10), производную U x∂ ∂  возьмем из (4):

	
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

3 3 ,

4 4 ,

,

.
k

k

k k k y f x x a

k k k y f x x a

f x y y N x

f x y y N x

ψ ϕ ψ

ψ ϕ ψ

= =−

= =

′ ′− + =

′ ′− + =
	 (13)

Всего в (7), (11) и (13) записано 12 УРСГУ. Дополнительно 4 УРСГУ получим из условия 
непрерывности смешанной производной 2U x y∂ ∂ ∂  в углах .Γ  Для их получения продиффе-
ренцируем равенство (12) по ,x  учитывая что в левой части (12) U  сложная функция от ,x  так 
как ( ):ky f x=

	 ( ) ( )( )( ) ( )
( )

( ) ( )
2 2 2

2

2 2 1 .
k

k k k k k k k

y f x

U U U Uf x f x f x N x N x
y x x y x

ψ ψ
=

  ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′′ ′ ′− + − − = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
	 (14)

В (14) все производные от U  следует выразить через функции из граничных условий (3)–
(5). Для подстановки в (14) производную 2 2U x∂ ∂  найдем, дифференцируя по x  равенство (9):

	 ( ) ( ) ( )
( )

( )
2 2 2

2 2 2 .
k

k k k k

y f x

U U U Uf x f x f x x
x y y x y

ϕ
=

  ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′ ′ ′′+ + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
	 (15)

Уравнение (15) разрешим относительно 2 2U x∂ ∂ :

	 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

2 2 2 .
k

k k k k

y f x

U U U Ux f x f x f x
x y y x y

ϕ
=

  ∂ ∂ ∂ ∂′′ ′′ ′ ′= − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
	 (16)

Подставим 2 2U x∂ ∂  из (16) в (14) и приведем подобные члены
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( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2
2

21
.

k

k k k k k k

k k k k y f x

U U U Uf x f x x f x f x f x
y x y y x

N x N x

ϕ

ψ ψ
=

   ∂ ∂ ∂ ∂′ ′′ ′′ ′ ′ ′′− + + + − =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 ′ ′= + 

	 (17)

Для подстановки в (17) производную U x∂ ∂  возьмем из (4), производные U y∂ ∂  и 2 2U y∂ ∂  
найдем дифференцированием по y  условие (3):

	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
3 4

2 2 2 2
3 4

, ,

, .
x a x a

x a x a

U y y U y y

U y y U y y

ϕ ϕ

ϕ ϕ
=− =

=− =

′ ′∂ ∂ = ∂ ∂ =

′′ ′′∂ ∂ = ∂ ∂ =
	 (18)

Смешанную производную 2U x y∂ ∂ ∂  вычислим дифференцированием по y  условие (4):
	 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

3 4, , , .U a y x y y U a y x y yψ ψ′ ′∂ − ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ = 	 (19)
После подстановок в (17) производных U x∂ ∂  из (4), U y∂ ∂  и 2 2U y∂ ∂  из (18), 2U x y∂ ∂ ∂  

из (19) получим дополнительные четыре УРСГУ:

	

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

3 3

2
3 3

,

4 4

2
4 4

,

1

1

k

k

k k k k

k k k k k k
y f a x a

k k k k

k k k k k k
y f a x a

f x f x y x f x y

f x y f x y N x N x

f x f x y x f x y

f x y f x y N x N x

ϕ ϕ ψ

ψ ϕ ψ ψ

ϕ ϕ ψ

ψ ϕ ψ ψ

= − =−

= =

 ′ ′′ ′ ′′ ′′− − +
 
 ′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + + = + 
 

 ′ ′′ ′ ′′ ′′− − +
 
 ′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + + = + 
 

	 (20)

Равенства (9) и (11) означают, что угол наклона срединной поверхности пластины в на-
правлениях x  и ,y  вычисленный в углах по данным из граничных условий как на одной сто-
роне, так и на другой стороне угла, должен быть одинаковым. При выполнении УРСГУ (20) 
предполагается, что закрутка, вычисленная по данным на одной стороне угла, так и по данным 
на другой стороне угла, должна быть одинаковой.

Некоторые УРСГУ имеют непростой вид, особенно (20). Однако если не выполнять усло-
вия (20), то разрывными будут производные второго порядка. Такое «решение» нельзя будет 
подставлять в дифференциальное уравнение (2) четвертого порядка и потому оно не будет 
являться решением. Такая же ситуация возникает и при невыполнении условий (7), или (9), 
(11). Выполнение полученных шестнадцати УРСГУ (7), (9), (11) и (20), совместное использова-
ние быстрого разложения с граничной функцией 6 ( , )M x y  шестого порядка позволяют полу-
чить решение задачи с высокой точностью, допускающим вычисление производных до шесто-
го порядка включительно [15]. 

Один из признаков существования неучтенных УРСГУ. Если при подстановке полученного 
решения задачи каким-либо способом в уравнение равновесия (2) и в граничные условия (3)–
(5) получается большая невязка, особенно в углах пластины ,Ω  то это будет являться призна-
ком возможного существования неучтенных в постановке задачи УРСГУ. Например, в работах 
С. П. Тимошенко все подобные уравнения согласования выполнены, так как граничные усло-
вия взяты нулевыми, и потому полученные частные решения имеют высокую точность. 

Заключение

При постановке задачи необходимо вначале проверить выполнение 16 УРСГУ из (7), (9), 
(11) и (20) и после этого приступать к построению решения каким-либо выбранным методом.

Система УРСГУ получается с помощью выполнения условий непрерывности перемещений 
и их производных различного порядка при подходе к углу по одной и затем по другой стороне 
данного угла.
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Необходимость в написании УРСГУ возникает, если граница Γ  области Ω  имеет углы и на 
каждой стороне угла граничные условия записаны отдельно. 

Если же УРСГУ не учитываются, то в углах Γ  возникают разрывы. Это приведет к появле-
нию эффекта Гиббса и затем при вычислении производных к большим неустранимым погреш-
ностям. Неустранимость заключается в том, что ни измельчение шага на промежутке [ , ],x a a∈ −  
ни увеличение числа учитываемых членов в рядах Фурье не приведут к устранению большой 
погрешности. Если же в постановке задачи граничные условия записаны с выполнением 
УРСГУ, то погрешность вычислений будет устранимой. 

Из определения УРСГУ следует, что такие уравнения содержат только заданные функции 
из граничных условий, в них каждый член не содержат какие-либо другие вспомогательные 
функции и потому данные уравнения имеют однородный вид. В простейшем случае при зада-
нии граничных условий однородными все УРСГУ будут выполняться тождественно. Для об-
ласти Ω  с гладкой границей (эллипс, окружность, овал и т. д.) при отсутствии углов и задании 
граничных условий гладкими функциями проблема выполнения УРСГУ также отпадает.

В некоторых случаях УРСГУ могут оказаться простыми, в других — сложными, в зависи-
мости от постановки задачи. Однако невыполнение УРСГУ неизбежно приведет к большим 
неустранимым ошибкам.
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УДК 539.3

О ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ СВОЙСТВ УПРУГОЙ И ПОРОУПРУГОЙ
БАЛКИ В КЛАССЕ ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

1Южный федеральный университет
2Южный математический институт – филиал ВНЦ РАН

О. В. Явруян1, В. О. Юров1,2

Аннотация. Рассмотрены оптимизационные задачи на податливость для консольной 
упругой и пороупругой балки с целью минимизации деформативности в задачах изгиба 
и растяжения. В качестве управляющих функций выступают механические свойства бал-
ки. Предложены подходы, в которых решения оптимизационных задач разыскиваются в 
классе дробно-рациональных функций, которые удовлетворяют необходимым условиям 
положительности и ограниченности на их средние значения либо в классе полиномов при 
ограничении их поведения сверху и снизу. Получены аналитические и полуаналитиче-
ские выражения управляющих функций. Приведены численные результаты и осущест-
влено сравнение с соответствующими однородными случаями.
Ключевые слова: балка, неоднородность, модуль Юнга, функционально-градиентные 
материалы, оптимизация свойств, податливость, жесткость, пороупругость, дробно-ра-
циональные функции, полиномы, генетический алгоритм.

Введение

Задачи оптимального проектирования элементов конструкций — балок, пластин, оболо-
чек — одна из актуальных задач механики, позволяющая на этапе проектирования добиться 
улучшения эксплуатационных свойств конструкции. В зависимости от рассматриваемой за-
дачи возможны различные постановки оптимизационных задача направленных на снижение 
веса конструкции, увеличение жесткости (податливости), увеличение или сохранение устой-
чивости, увеличение виброустойчивости, спектральные задачи, связанные с оптимизацией 
собственных частот элементов конструкций.

В качестве управляющих характеристик, за счет подбора которых удается предложить объ-
ект, обеспечивающий оптимальное поведение конструкции, могут выступать как геометри-
ческие характеристики объекта (толщина, площадь поперечного сечения и др.) [1–3] так и 
механические свойства [4].

Надо отметить, что возможности решения оптимизационных задач второго типа особенно 
стали актуальны в связи с развитием новых технологий изготовления материалов с заранее 
заданными свойствами — композиты, функционально-градиентные материалы (ФГМ). Опти-
мизации свойств композитных материалов можно добиться как за счет комбинации элемен-
тов слоистых композитов, так и за счет определения толщин соответствующих слоев [5]. На 
первых порах именно композиты были объектами пристального внимания в большей части 
работ этого направления.

В дальнейшем, с появлением новых современных материалов и технологий создания функ-
ционально-градиентных материалов приобретает актуальность задача оптимального проек-
тирования механических свойств ФГМ. Задачи оптимизации свойств ФГМ можно условно 
разделить на несколько направлений. Важное место среди них занимают задачи топологиче-
ской оптимизации, которая направлена на выявление оптимального распределения массы с 
целью улучшения прочностных механических свойств [6–9]. Основные инструменты исследо-
вания — численные методы с использованием конечно-элементных пакетов и эвристические 
алгоритмы для определения оптимальных параметров.
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Аналитические решения в оптимизационных задачах удается получить при некоторых до-
пущениях, таких как поведение управляющих функций на границе [10–13], либо предполо-
жении о слабой неоднородности. Решения этих задач опираются на условия оптимальности, 
которые получаются из вариационных принципов с дальнейшим применением метода малых 
возмущений и метода линеаризации, либо непосредственным решением систем дифференци-
альных уравнений. Однако стоит отметить, что недостатком полученных аналитических ре-
шений, является их поведение на границе, в частности, оптимальные распределения модуля 
Юнга или жесткость обращаются в ноль на границе. При этом если вводить ограничения сни-
зу на управляющие функции, то получаются кусочно-гладкие решения [13].

Получение гладких решений с учетом ограничений на минимальное значение жесткости 
возможно реализовать путем сужения класса функций.

В данной работе рассмотрена возможность получения аналитических решений в зада-
че оптимизации свойств неоднородных ФГ упругих и пороупругих стержней в классе дроб-
но-рациональных функций, что исключает обращение соответствующих функций в ноль в 
какой-либо точке.

Также предложена схема решения оптимизационной задачи в классе полиномов второй 
степени, при дополнительном ограничении на управляющие функции снизу и сверху. Такой 
способ также позволяет избежать обращения в ноль оптимальных функций.

1. Модельная задача оптимизации свойств упругой консольной балки 
в классе дробно-рациональных функций

Рассмотрим в качестве примера модельную задачу об изгибе консольной упругой балки с 
переменной жесткостью в безразмерной постановке.

Обычно в литературе рассматривается постановка следующего вида

	 ( ) ( ) [ ]0 01
1

, (0) (0) 0, , , 0,1 ,
x

x
Dw q w w Dw M Dw P x

=
=

′′ ′′′ ′ ′′ ′′= = = = = ∈ 	 (1)

где D  — изгибная жесткость (может быть переменной за счет изменения поперечного сече-
ния или модуля Юнга), q  — распределенная нагрузка, 0P  — поперечная сила, 0M  — внешний 
изгибающий момент.

Рассмотрим частный случай задачи (1): 0,q =  0 0.P =  Дважды проинтегрировав, имеем 
следующую постановку

	 0 , (0) (0) 0.Dw M w w′′ ′= = = 	 (2)
Для краевой задачи (2) задача оптимизации может быть записана в двух эквивалентных 

постановках:

А) ( )
1

0

1,D x dx =∫  ( )1 minw →

Б) ( ) 11
2

w =  (прогиб однородной балки при 1D = ), ( )
1

0

min .D x dx →∫
Решение задачи (2) можно записать в квадратурах, а прогиб на конце соответственно опре-

деляется формулой 
1

0

(1 )(1) .
( )

xw dx
D x
−

= ∫  Известное по работам Баничука [1] точное решение за-

дачи оптимизации А) имеет вид 3( ) 1
2

D x x= −  и обеспечивает 4(1) ,
9

w =  что на 11.(1) %  

меньше, чем для однородного случая. В задаче Б) [1] получено решение ( ) 4 1
3

D x x= −  и в 

таком случае величина средней жесткости 
1

0
( )D x dx∫  уменьшается на 11.(1) %.
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Для получения вышеприведенных результатов было составлено уравнение Эйлера для сле-
дующей вариационной задачи

	
1 1

0 0

(1 ) ( ) 1 min .
( )

x dx D x dx
D x

λ
 −

+ − → 
 

∫ ∫ 	 (3)

Приведенное решение имеет недостаток: ( ) 0D x =  при 1.x =  Классические методы в таком 
случае предлагают учитывать ограничение на минимальное значение управляющей функции 

0( ) .D x D≥  В этом случае строятся кусочно-гладкие решения [2, 13].
Предлагается сузить класс функций до рациональных функций следующего вида 

1( ) ,
( )

D x
s x

=  где податливость ( )s x  — полином. В этом случае решение (2) имеет вид: 

0

( ) ( )( )
x

w x s x dξ ξ ξ= −∫  и может быть всегда записано в явной форме.

Рассмотрим задачу Б). Пусть ( ) ,s x ax b= +  тогда 3 2( ) .
6 2
a bw x x x= +  Из условия 1(1)

2
w =  

найдем 1 ;
3
ab = −

Тогда минимизируемый интеграл примет вид

	
1 1

0 0

3 1 3 2( ) ln .
3 3 3

dx aD x dx
ax a a a

+
= =

+ − −∫ ∫ 	 (4)

Выражение достигает свой минимум 0.9152  при 1.1316a =  ( 0.6228).b =  Полученное зна-
чение на 8.48 %  меньше, чем в однородном случае. Причем решение так же, как и точное яв-
ляется убывающим, но не обращается в ноль на конце интервала (1) 0.57.D ≈

Пусть теперь 2( ) ,s x ax bx c= + +  тогда 4 3 2( ) .
12 6 2
a b cw x x x x= + +  Из условия 1(1)

2
w =  най-

дем 1 .
6 3
a bc = − −

Тогда минимизируемый интеграл примет вид

	
1 1

20 0 2
min.

1
6 3

dx dx
a bax bx c ax bx

= →
+ + + + − −

∫ ∫ 	 (5)

Задача (5) решена численно. Найдено решение 2.3,a =  0.64,b = −  которое доставляет значе-
ние (5) равное 0.8988, что на 10.12 % меньше, чем в однородном случае. Решение теперь явля-
ется немонотонным, но также достигает своего минимального значения при 1,x =  где (1) 0.4.D ≈

Поиск класса функций, для которых решение прямой задачи записывается в явном виде, 
позволяет сформулировать более простые задачи оптимизации с ограничением на минимум 
управляющей функции.

Рис. 1
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На рис. 1 изображена жесткость ( )D x  и отмечена: точками — в случае однородной балки, 
сплошной линией — случай точного оптимального решения 4( ) 1

3
D x x= −  без ограничения 

снизу, пунктирной линией — случай ( ) ,s x ax b= +  штрихпунктирной — в случае 
2( ) .s x ax bx c= + +

2. Модельная задача оптимизации свойств консольной пороупругой балки 
в классе дробно-рациональных функций и в классе полиномов

Предложенный выше метод был развит также для пороупругой балки в рамках математи-
ческой модели пористой среды с пустыми порами — модель Нунзиато и Ковина [14, 15]. Ис-
следованы задачи на податливость и изгиб. Рассмотрена постановка, в которой определяется 
оптимальное распределение модуля упругости скелета или модуля жесткости пор.

Переменными в этой модели являются компоненты вектора смещения среды и пористость, 
характеризующая отношение объема пустот к общему объему единичного элемента. 

Определяющие соотношения в случае статического деформирования изотропных тел содер-
жат пять механических параметров, два из которых совпадают с модулями классической теории 
упругости, а три других — дополнительные материальные константы теории пористых сред.

Задача на изгиб. Рассмотрим изгиб неоднородной пористой консольной балки с закрыты-
ми порами на концах. На балку действует равномерно распределенная нагрузка ,q  изгибаю-
щий момент 0M  и поперечная сила 0 ,P  приложенные к свободному концу балки. Ось x  на-
правлена по нейтральной линии балки. Предполагаем, что механический модуль, характери-
зующий упругий модуль скелета есть функция от координаты x.

Краевая задача статического изгиба пороупругой балки после проведения процедуры обе-
зразмеривания имеет вид

	 ( ) 1( )E x w d qϕ′′′′ ′′− = 	 (6)
	 0b wϕ αϕ′′ ′′− − = 	

граничные условия:
	 (0) (0) 0w w′= = 	
	 (0) (1) 0ϕ ϕ′ ′= = 	
	 1 01x

Ew d Mϕ
=

′′ − = 	

	 ( ) 1 0
1x

Ew d Pϕ
=

′′′ ′− = 	

Здесь ,w  ϕ  — прогиб и пористость срединной линии балки соответственно, ( ),E x  1,d  ,α  b — без-
размерные функция и параметры, характеризующие модуль Юнга, модуль связности 

1( [0, 0.99]),d ∈  параметр диффузии пор ( [0, 0.2])a∈  и модуль жесткости пор.
Рассмотрим оптимизационную задачу минимизации прогиба, математическая постановка 

которой может быть записана в виде

	
1

0
( ) 1, (1) min,

E
E x dx w= →∫ 	 (7)

Для решения поставленной задачи проинтегрируем дважды, с учетом граничных условий, 
первое дифференциальное уравнение (6), имеем

	 ( ) ( )
2

0 0
1 11 , ( )

2 2 ( )
xf x q x P x M v x

E x
 

= − + + − + = 
 

	 (8)

	 1 ( ) ( ) ( ).w d v x v x f xϕ′′ = + 	
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Подставим (8) во второе уравнение (6) и получим дифференциальное уравнение второго 
порядка с переменными коэффициентами относительно функции пористости

	 ( )1
1 ( ) ( )( ) .v x f xd v x bϕ ϕ
α α

′′ + − = −

Полученное дифференциальное уравнение представляет собой дифференциальное урав-
нение с переменными коэффициентами линейное относительно ( ).v x  Будем разыскивать оп-
тимальное распределение ( )v x  в классе полиномов первой или второй степени, 2( ) ,v x ax bx c= + +  
тогда функция пористости ( ) ( , , , ),x F a b c xϕ =  далее, подставив найденное представление ре-
шения в (8), будем иметь функционал, который необходимо минимизировать по параметрам 

1 2
10 0 , ,

(1) ( )( ( , , , ) ( )) min .
x

a b c
w az bz c d F a b c z f z dzdx= + + + →∫ ∫  Коэффициенты ,a  ,b  c  могут быть 
найдены стандартными оптимизационными алгоритмами в области, определяемой дополни-
тельными ограничениями, заданными в отношении управляющих функций.

На Рис. 2 изображены графики оптимальных распределений модуля Юнга для различных 
значений модуля жесткости пор b для случая 0,q =  0 0,P =  0 1,M =  0.1,α =  1 0.5.d =  Так, при 0.3,b =  

(1) 0.688,optw =  для сравнения, для однородной балки 0 (1) 0.75;w =  при 1,b =  (1) 0.498,optw =  
для однородной балки 0 (1) 0.555;w =  при 2,b =  (1) 0.471,optw =  для однородной балки 

0 (1) 0.526.w =  Во всех случаях выигрыш составляет порядка 10 %.

Задача о растяжении. Рассмотрим растяжение неоднородной пористой консольной балки 
с закрытыми порами на концах под действием силы 0 ,P  приложенной к свободному концу 
балки. Предполагаем, что механический модуль, характеризующий упругий модуль скелета, а 
также характеристика, отвечающая за пористость среды — функции от координаты .x

Краевая задача о растяжении пороупругой балки после проведения процедуры обезразме-
ривания имеет вид

	 1 0( )
( ) 0

E x u d P
B x u

ϕ
αϕ ϕ

′+ =
′′ ′− − =

	 (9)

	 (0) 0,u =  (0) (1) 0.ϕ ϕ′ ′= = 	
Здесь ,u  ϕ  — смещение и пористость срединной линии балки соответственно, переменными 
являются ( ),E x  ( )B x  — безразмерные функции характеризующие модуль Юнга и модуль 
жесткости пор.

Рис. 2
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Рассмотрим другой подход, позволяющий построить оптимальное решение в классе поли-
номов второй степени. Для исключения ситуации, когда оптимальная функция обращается в 
ноль на конце, добавим ограничения на разыскиваемые функции сверху и снизу.

Рассмотрим оптимизационную задачу минимизации смещения конца стержня, при огра-
ничениях управляющих параметров снизу и сверху. Математическая постановка такой задачи 
может быть записана в виде

	 0 1 0 1 ,
( ) , ( ) , (1) min .

E B
E E x E B B x B u< < < < → 	 (10)

Решение оптимальной задачи будем разыскивать в классе полиномов второй степени. Кра-
евая задача (9) не имеет аналитического решения, поскольку коэффициенты дифференциаль-
ных операторов переменные, поэтому используются численные методы решения поставлен-
ной задачи, в частности, метод пристрелки. Для отыскания коэффициентов, доставляющих 
минимальное смещение конца балки, используется генетический алгоритм, в качестве фитнес 
функции задается модуль, вычисляющий значение (1),u  входные параметры — полиномиаль-
ные коэффициенты.

Проведен вычислительный эксперимент, так при 0.2,a =  1 0.1,d =  0 1P =  получили опти-
мальные распределения, изображенные на рис. 3 — оптимальные модуль Юнга (сплошной ли-
нией) и пористости (штрихпунктирной линией). Отметим, что подход носит универсальный 
характер и может быть решен для большого спектра различных оптимизационных задач.

Заключение

Предложены подходы к решению оптимизационных задач на податливость для упругой и 
пористой неоднородной консольной балки. Оптимальные решения разыскивались в классе 
полиномов при ограничении их поведения сверху и снизу или в классе дробно-рациональных 
функций при ограничении на их среднее значение.
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